Agrégation Interne 2004. Deuxieme épreuve

CORRIGE

Partie I : Questions préliminaires. Exemples
A. Un lemme de Cantor

1. La suite f,(x) = aycos(nz) + b, sin(nx) tend vers 0 pour tout x réel. En prenant z = 2w, il vient

lim a, =0, et donc que lim by, sin(nz) =0
n—-+oo n—-+4oo

2. a) Supposons que la suite (b, ) ne tende pas vers zéro. cela se traduit par

Je>0,Vk € N, I ny tel que |b,, | > ¢

Quitte choisir ng plus grand, on peut supposer que la sous-suite (ny) vérifie ngr1 > 3ng.

Avec les notations de la question, demander Ji11 C Ji revient a demander

Nk41 , T T 51 Nk41 ,0T
— < = < — < —
e (6 + pg) g TP < S penm ™ ( G + Pram)
ou
Pt L ) < s < 2 s < 2 )
Y Dk 6 Pk+1 6 Pk+1 6 Pk+1
soit

Nk+1 1 /npg+1—n Nk+1 S5 (ng+1—ng
+pk:+7 — | <pr+1 < +pk:+7 -
Nk 6 Nk ng 6 ng

ou avec une notation évidente

1 5
u+6v<pk+1<u4r6v

n 1—n 1
On remarque que v = M+ L= > 2. 1l suffit de prendre pgy1 = |u+ Evj On a immédiatement la premieére
ng

inégalité, et la seconde est vérifiée puisque

u—|—§v—u—i—lv—&—%v>u—i—lv—i—é
6 6 6~ 6 3

Par le théoreme des segments emboités, ﬂ Jip # 0. Soit x € ﬂ Ji. 11 vient, comme nyiz € [ag, bg]
E>1 k>1

>

DN =
DO ™

by, sin(n)| > [bn |

en contradiction, avec la premieére question.

b) Un calcul immédiat donne
/ (b, sin(nzx))?dx = wb?
0

Si la suite (by,) est bornée, la suite (b, sin(nx)) est également bornée et comme elle converge simplement vers
0, on a, par le théoreme de convergence dominée,
s

lim 7b2 = lim (by, sin(nx))?dx = / lim (b, sin(nz))*dz =0
0

n—-+oo n—-+oo 0 n—-+o0o

La suite (b,) tend donc vers 0.

Dans le cas général, on pose
;o 1 osifby]>1
b, = inf(1,b,) = {bn i [bn] < 1
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Cette suite est bornée et comme |b),| < |b,], lirf |bl, sinnz| = 0. Donc par le résultat précédent, il vient
n——+0o0o
111}_1 b, = 0. Ainsi il ne peut exister quun nombre fini d’indices n pour lesquels |b,| > 1. Donc, la suite (b,,)
n—-+oo
est bornée, et on est revenu a la question précédente.

B. L’espace H

1. a) Comme, pour tout x réel
an . 1/, 1
— < — N
‘ - sm(nm)‘ <35 (an + n2>

- an .
la série E — sin(nx)| est normalement convergente sur R.
n

b) Pour tout n € N*, & — 2= sin(nx) est continue sur [0,7]. Par convergence normale sur R, 6(a) est une
fonction continue sur [0, 7], & valeurs réelles.

¢) L’application € est manifestement linéaire. Elle est injective par le théoréme de Parseval. En effet, 6(a) est
continue sur [0, 7], 27 périodique et impaire. Par convergence normale, les coefficients de Fourier de 6(«) sont,
pour tout n > 0

an =0, b,=—

Dong, si pour tout z réel, 6(«)(z) = 0, il vient
IR
n
n=1

2 1 9 _
=90 |0(c) (z)|"dx = 0

Donc, pour tout n > 1, o, = 0.

Par définition H = (¢3), est isométrique & £2 qui est un espace de Hilbert. L’espace H est donc complet.

2. Soit f définie dans cette question. Cette fonction est continue sur R (car f € E), C}, 27 périodique et
impaire. Ainsi, pour tout n > 0, a,(f) = 0 et pour tout n > 1

2 [ .
by, = ;/0 f(t) sin(nt)dt

Par le théoreme de Dirichlet, la série de Fourier de f converge normalement vers f Donc la série Z b |
n>1
converge et pour tout t € R

F(t) =" bysin(nt)
n=1
Donc, pour tout ¢ € [0, 7]

oo
f@) = Z by, sin(nt)
n=1
Notons 0 =tp < t; < --- <t, = 7 les points de discontinuité de f Une intégration par parties donne

T Pl by
by = %/0 f(t)sin(nt)dt = i Z/ fl(t) cos(nt)dt = %

W

les scalaires «a;, sont les coefficients de Fourier de la fonction ]?’ qui est CO . paire et 27 périodique. Par le

théoreme de Parseval E lon |2 converge.
n>1

3. L’application (f,g) — (f | g) est manifestement bilinéaire et symétrique. Elle est définie positive, puisque
s

(F1f)=2 / D20t > 0 et

0=(715)=2 [[(rP0ar =¥ ee ol £ 0 =0
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et comme f € F, il vient f = 0.

La norme associée & ce produit scalaire coincide avec la restriction & E de || - ||z, par la question précédente (et
donc le théoreme de Parseval).
oo
Enfin, E est dense dans (H,|| - ||g), car si f = 6(«) € H, pour tout ¢t € [0, 7], Z O avec
n

e’} n=1
Z |, |? série convergente.
n=1

N
Posons, pour tout N € N*, fn(?) Z Mg . Cette fonction est dans E (C*, fy(0) = fn(m) = 0) et,

n
lorsque NN tend vers I'infini
o
If=fnlll =) laal? —0
n=N+1

a) Soit f € H. Utilisons I'inégalité de Cauchy—Schwarz ; pour tout ¢ € R

[e'e] o0 1/2
nl 1
|f<t>|s;\il\|sm<nt>|§ (;n) 11z = =111

b) Soit f € E. Un calcul donne

(f | ha) /f Bt — ———— /f t)dt = 7{(_)@

a(m —a)
2

Donc, pour tout a €]0, [

\sﬂ%j%fMMS

2
/
Ihally = 2 /h e

(o) < 2T =9 el = A=

Par continuité cette inégalité reste valable sur [0, 7]. Enfin, pour tout a € [0, 7]

=t

|/ (a) halla |1 f112

et

Donc

Donc
7r
1l < 2l
Par densité de E dans (H,|| - ||x), cette derniere inégalité reste valable pour f € H.
5. a) Par continuité de la norme, 111;1_1 [|fuller = ||f]|z- Lasuite (|| fn ||z )est donc bornée ; 'inégalité démontrée
n—-+oo

dans la question précédente montre que (||fn||oo) est bornée.

b) On développe le carré suivant
Sllan = aully = [ (5F o fy= 11 o fi)°
~ (Wi gF ey o gy P )
= [ -spF o i
0
2 [y = S)F o fyx [yF o i~ F' o )
0
"(F'of,—F' o 2
+ [ e =)
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| W= tF o s < astlig, = )
On utilise ensuite 'inégalité de Cauchy—Schwarz
[ Gi=gpp e six fy# o fy=Fo gy

1/2

SMM&MM(ALmFthoﬁW)

Enfin, par le théoréme des accroissements finis

/Lmﬁonfﬁomﬁgfwm%@mfnﬁ
0 0
< M2|If — Fal ol

2
™
< My = fallall ol

En regroupant ces trois inégalités, on obtient

™

|%—%m<(ﬁgw@m+MQun—mm

c¢) La suite (f,,) de E convergeant vers f dans H est de Cauchy. L’inégalité précédente montre que la suite (g,)
est de Cauchy et donc converge dans H. Les g, sont éléments de F (par les hypotheéses demandées sur F') et
lim g, = F o f. En effet

n—oo

iy
llgn — glloo < %Hgn —gllg — 0

et par continuité de F, pour tout ¢, 1i1J1r1 (Fo fn)(t) = (F o f)(t). On conclut par unicité de la limite.
n—-—1+0oo

d) L’espace de Hilbert H est une algebre, car, pour tout (f,g) € H?

(f+9?=(f—9)?)

el

f9=
et par la question précédente, avec F(z) = 2, on sait que (f + g)? et (f — g)? appartiennent & H.

Partie II. Pseudo—dérivée seconde au sens de Schwarz
t2
1. Soit g : t — f(x+1t) — f(z) —tf'(x) — gf”(a:). La formule de Taylor—Young & ’ordre 2 pour f montre que

g(h) + g(—=h) = o(h?), lorsque h tend vers 0. On a donc, lorsque h tend vers 0

L f R+ S )~ 2 ()
h—0 h?

— f/l (l')

2. a) La fonction ¢ est continue comme somme de fonctions continues et on vérifie immédiatement que

p(a) = p(b) =0.
Un calcul donne
o(@+h)+ox—h)—20(x) flx+h)+ flx—h)—2f(x) + 2h%

h? h?

Ainsi (") (z) existe et () (2) = 2e.
Supposons que ¢ admette un maximum strictement positif en z € [a,b]. Dans ce cas, pour tout h,
o(x +h) + ¢(z — h) — 2¢(x)

12 < 0, et & la limite lorsque h tend vers 0, <p(”)(x) = 2¢ < 0 : contradiction &

e > 0.



b) Aussi, pour tout z € [a,b], (x) < 0, et, pour tout € > 0

f(0) = f(a)

f@) - @) - 22—

(x—a) <elx—a)(b—2)

En faisant rendre ¢ vers 0, il vient, pour tout z € [a, b],

£a) ~ fa) - 1O D 0o <
Posons
_f(b) = fla)

— (x—a)+e(x—a)(b—2x)

La fonction v est continue comme somme de fonctions continues et on vérifie immédiatement que ¢ (a) = ¥(b) =
0.
Un calcul donne
V(@ +h)+(@—h)—2¢(@)  fl@+h)+ f(x—h)—2f(x) - 2h%
h? N h?
Ainsi () (z) existe et () (z) = —2¢.
Supposons que ¥ admette un minimum strictement négatif en x € [a,b]. Dans ce cas, pour tout h,
Yz +h) + 1z —h) — 2¢(x)
B2

> 0, et a la limite lorsque h tend vers 0, ¢(”)(x) = —2¢ > 0 : contradiction

ae>0.
Aussi, pour tout x € [a,b],¥(z) > 0, et, pour tout € > 0

f(0) = f(a)

f@) = f@) - 2=

(x—a) >e(x—a)(b—1x)

En faisant rendre ¢ vers 0, il vient, pour tout z € [a, b],

Finalement f est une fonction affine sur [a, b].

3. a) La série > (a,cosnz + b, sinnz) étant convergente, on sait que pour tout x réel, lirf Qy, COSTVT +
n—-1+0oo

b, sinnx = 0. par le lemme de Cantor, on sait alors que lirJrrl ay, = lirJrrl b, = 0. les suites (ay) et (b,) sont
n—-+oo n—-+oo
donc bornées et pour tout x réel
an cosnx + by, sinnx < C
n?2 — n?

ce qui entraine une convergence normale de la série > (a, cosnz + b, sin nx) et donc 'existence et la continuité
de F.

b) On utilise les relations entre lignes trigonométriques, pour montrer que

= . 4 5 (nh
Az, h) = Z(an cosnz + by, smn:zc)n2h2 sin (2>

¢) Regardons
> Si(@)(u(kh) = u((k + 1)h) = > Sp(x)u(kh) = > Se()u((k + 1)h)
k=0 k=0

n+1

S(x)u(kh) = Sp_1(x)u(kh)
k=1

I
M=

E
Il
-

(ag coskx + by sin kx)u(kh) — Sy (z)u((n + 1)h)

I
NE

~
Il
—



Egalement
f(@)(u(kh) = u((k +1)h)) = f(2)(1 — u((n+1)h))
k=0
Donc .
> Sk 2))(u(kh) —u((k +1)h)) =

k=0
n

Z(a;C cos kxz + b sin kx)u(kh) — f(x) — (Sn(x) — f(z))u((n+ 1)h)

k=1
Or, lorsque n tend vers l'infini, pour tout x réel,

uln+ DI < g =0 et 19.(0) = f(a)] =0

d) i) On peut écrire

el (n+1)h
Awh) = 1) = Y (Sul@) = 1) [ wtae

2 4
avec, pour u’(0) = 0 et pour t # 0 v/(z) = s [_:r sin’ (g) + sin(x)}.

* Pour tout n, pour tout z réel, %ir%(Sn(x) — f(x)) / o' (t)dt =0
- nh

* On remarque que u’ € Co(RT) et qu’au voisinage de oo, [u'(z)| < —;. La fonction v’ est donc sommable sur
RT. !

* On sait que la suite (S,) converge simplement vers f. Soit x fixé et ¢ > 0. Il existe Ny = N(x,¢), tel que
pour tout n > Ny, |S,(z) — f(z)| < e.

En regroupant ces informations, il vient

0 (n+1)h
B (2, 1)) < ) 1(S(2) *f(fc))|/h ' (t)|dt

n:No
s (n+1)h 0o
> / |u’(t)|dt<s/ ' (£)|dt
g Ik Noh

< g/ o/ (8)]dt = Ce
0

(n+1)h
La série h — Z(Sn (x) = f(2)) / u/(t)dt est donc uniformément convergente sur RT. Par le théoréme de

. . . . n=0 h
limite, il vient

flbig%) Az, h) — f(z) =0

x

T T
ii) Soit ¢ : & — / (x—=tO)f(t)dt =z [ f(t)dt —/ tf(t)dt. La fonction f étant continue, la fonction ¢ est de
0 0 0
classe C? et ¢"(x) = f(z), pour tout x réel.

iii) Si ’on pose g = F' — 1), par les questions précédentes, on a g(”)(m) = 0 et donc g est une fonction affine, soit

F(z)= aac—&-ﬁ—k/:(m—t)f(t)dt

o0
Z ay, COSNI + bn sin nx

) Si F(x , par convergence normale,
n=1
A _ by,
a’O(F) = O,Vn 2 17an(F) = _ﬁ7bn(F) = _E



On sait que F(z) = az + 4+ ¢ (z). Or F est 27 périodique ; aussi
F(z)=F(z +27) = ¢(x + 27) = ¢¥(z) — 2am = a = (—7) — (n)over2n

et
W (x +2m) = ¥ ()

On sait également que la fonction 1 est de classe C? et que ©” = f. Un calcul d’intégrale donne avec les
relations précédentes

an(f) = — f(t) cosntdt = —n’a, (V)

—T

On trouve également

@ (B) = bu(B) = 0,a, () = 0,b,(x) = %/ tsinntds = 20

Enfin
8 0,(F) = 0 (w) + 0(8) + () = —2)
et .
b (F) = aba(a) £ a(B) + ba(®)
BT BT N S R
_bn(Qf)

Partie ITI. Application a un probléme variationnel

1. Le résultat de cette question correspond aux résultats de la partie précédente, avec a,, = 0, (c’est pourquoi
f est impaire....)

2. Il suffit de développer les deux expressions proposées pour obtenir le résultat demandé.

3. Soient uy,us deux solutions du probléme (P). L’égalité précédente, donne pour tout ¢ réel, et par définition
de uq,ug

T~ by 4 tug) + L0 / " — ) 4 (s — uz)? = T(ur)

Comme (1 — t)ug + tug € Ey, il vient, pour tout ¢ réel

2 [ =+ (- =0

donc par continuité, pour tout t réel

et u; = us.
4. a) La encore, il suffit d’effectuer le calcul demandé.

b) La fonction u est solution du probléeme (P) si et seulement si pour tout ¢ réel, pour tout v € FEjy,
J(u) < J(u+ tv) (car tout w € Ey peut s’écrire sous la forme u + tv)
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Cela se traduit par, pour tout ¢ réel, pour tout v € Ejy
T tQ T
t/ (u’v'—uv—fv)—!——/ (W? +0v?) =0
0 2 Jo
Et ceci est vérifié si et seulement si, pour tout v € Ey
s
/ (u'(2)v'(2) — u(@)v(@) — f(z)v(z)) =0
0
5. a) Par la question précédente, en prenant v(x) = sin(nx) € Ey, il vient

/ f(z)sinnzdr = / (u(x) sin nxdx — n/ v () cos nxdx
0 0 0

Une intégration par parties donne
bn,

nZ+1

2 s
— / f(z)sinnzdr =
T Jo

b) La fonction u possede les propriétés suivantes
e 1 est 27 périodique et u() = u(w) =0
e U est continue par convergence normale de la série la définissant (car lim b, = 0.

n—-+oo
e la décomposition de @ sous sa seconde forme est valable puisque chaque série est normalement convergente.
o0 .
bn, sinnx
e par les résultats de la partie II, F(x) = — E ——— vérifie F(z) = ax +  + ¢(x) et est donc de classe
n
n=1
C?, avec F"(z) = f(z)
e enfin, comme bin sin nx ’ =— bn sinnz |, la série goo bin sinnz | est de classe C?
’ n?(n? +1) n?+1 ’ —\n?(n*+1) ’

de dérivée seconde égale & —u.

On a donc u(x) = F(z) — G(x), avec G’ (z) = —u et F"'(z) = f(x). Ainsi, pour tout z € R
u(z) = f(x) + ulz)

¢) La restriction de @ & I'intervalle [0, 7] est de classe C? et vérifie la méme équation différentielle aux conditions
limites que précédemment.

d) Soit v € Ey. Une intégration par parties donne

/0” w (@) (2)de + /OW u(z)v(z)de =
/ﬂ(“(f”) — " (2))v(z)dz =

0
f(@)v(z)dx
0

Ainsi u est solution de (P’) et donc de (P) qui lui est équivalent.



