I. Préambule

L’objet de ce probleme est d’établir ’existence de sous-espaces vectoriels fermés invariants pour certaines
classes d’opérateurs linéaires sur l'espace des séries de carré sommable. Le cas des espaces réels est
considéré dans les quatre premieres parties. Les deux dernieres parties concernent le cas complexe.

On notera N, Z, R, C ’ensemble des entiers naturels, des entiers relatifs, des nombres réels et des nombres
complexes respectivement. R* désigne I’ensemble des nombres réels positifs ou nuls.

Soit (un)nez une famille de nombres réels ou complexes indexée par Z, telle que les séries

+oo —+oo
> lunlet > Junl
n=0 n=1

soient convergentes. On écrit alors que

Z|un| < 00

nezZ

et de plus 'on note

“+oo —+oo
D lunl = funl + 3wl
n=0 n=1

neE”Z

Les quatre premieres parties sont, dans une large mesure, indépendantes.

I. Distance & un convexe fermé

On note £?(Z) 'espace vectoriel réel des suites = (21, )rez de nombres réels indexées par Z telles que

1/2
||| = [Z Iu;elﬂ <00

kEZ

On rappelle que la fonctionnelle définie ci-dessus est une norme sur I'espace (%(Z). Pour z € (*(Z) et
y € (*(Z), on pose

<.’£, y> = Zxkyk

kEZ

On admettra sans justification que 1’on définit ainsi un produit scalaire sur ¢%(Z).

1. Soient u et v deux éléments de ¢?(Z). Montrer que
[T+ vl + [lu = ol = 2(/ul|* + [Jv][*)

2. L’objet de cette question est de montrer que 'espace £2(Z) est complet pour la norme définie ci-dessus.
Soit (v(n))n>0 une suite de Cauchy d’éléments de ¢2(Z). Etant donné e > 0, il existe donc N(e) € N tel
que si n,l > N(e), alors

llo(n) —o(D)]] <€

a) Montrer qu’alors on a, pour tout k € Z et tous n,l > N (e)

b) Montrer que lirf v(n) = v, existe pour tout k € Z.
n—-—1+0oo

¢) Montrer qu'’il existe K € N tel que
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d) Montrer que pour tout L > K, on a

1/2
Z vZ < 3e
L>[k[>K
e) En déduire que I'on a v € (3(Z), que
lim |jv(n) —v||=0

et donc que l'espace ¢2(Z) est complet pour la norme || ||.

3. Soit C un sous-ensemble non vide, fermé et convexe de ¢*(Z). Soit (v(n)),>o une suite d’éléments de
C telle que

lim ||v(n|| =d
n—oo

ou d = inf{|[v|;v € C}

a) Montrer que pour tous n,! € N, on a

2

< 5 (@) + (o) - d?

N |

|30t =)

b) Montrer qu’il existe un unique point v € C' tel que ||v|| = d.

4. On note 9C la frontiere de C, c¢’est—a—dire I'intersection de C' et de I’adhérence de son complémentaire
¢%(Z)\ C. On suppose dans cette question que C est un sous-ensemble convexe fermé non vide de ¢?(Z),
différent de I'espace ¢?(Z) tout entier et du singleton {0}.

a) Montrer que 'ensemble dC'\ {0} est non vide.
b) Montrer qu'’il existe v € £2(Z) tel que

0 < inf{|jlv —z|| ;2 € C} < |||
¢) En déduire qu’il existe p € 9C \ {0} tel que
[lv = pll = mf{[[o — 2| ;2 € C}

d) Montrer que pour tout ¢ € C, on a
(v=p,g—p) <0

I1. Exponentielles d’opérateurs

1. Soit T une application linéaire de l'espace ¢?(Z) dans lui-méme. Montrer I’équivalence des trois
conditions suivantes :

(i) T est une application continue en tout point de ¢*(Z) ;

(#4) T est continue en O ;

(#31) Vensemble {||T'(x)|| ;||z|| < 1} est un sous-ensemble borné de R.

On désigne par L(¢*(Z)) I'ensemble des applications linéaires continues de ¢%(Z) dans lui-méme. Pour
T € L(*(2)), on pose ||T|| = sup{||Tz]| ; |l[| < 1}

2. a) Montrer que L(¢?(7Z)) est un espace vectoriel et que la fonctionnelle ||-||z, est une norme sur L(¢?(Z))

b) Soit (T,)n>0 une suite de Cauchy dans l'espace L(¢%(Z)) normé par || - ||r. Montrer que pour tout
x € (*(Z), la suite (T},(z))n>0 est une suite de Cauchy de ¢*(Z).

c¢) En déduire que I'espace L(¢?(Z)) est complet pour la norme || - ||r.
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3. Soient S et T € L(¢?(Z)). On note T'S I'élément de L(¢%(Z)) obtenu en composant S avec T ; on a
donc T'S =T o S. Soit I € L(¢?(Z)) l'application identité définie par I(z) = = pour tout x € ¢*(Z). Pour
tout T € L(¢*(Z)), on définit TV par récurrence sur j € N, par T° = [ et 791 = T7.

a) Montrer que V'on a ||TS|| < ||T||L]|S]|L-
b) Pour tout entier K > 0, on pose

Montrer que la suite (Sk(T) k>0 converge dans l'espace L(¢?(Z)).

¢) On pose
Klirn Sk (T) = Exp(T)

Montrer que si A et B sont deux éléments de L(¢?(Z)) tels que AB = BA, alors
Exp(A + B) = Exp(A) Exp(B)

On pourra établir tout d’abord 'inégalité suivante :

n

ZE(A‘*‘B)]C - (Z 714])(2 ﬁBl) < ZT”AH]L (Z l||B||lL> —Z
k=0 j:O]' =0 L j:oj' =0 =0

| —

F(AllL +11Bll2)"

x

III. Cones fermés et sous-algébres

On appellera sous-algebre de L(¢?(Z)) un sous-espace vectoriel A de L(¢%(Z)) tel que pour tout couple
(S,T) d’éléments de A, on a ST € A.

1. Soit D lensemble constitué des applications linéaires T telles qu'il existe une suite bornée (t)rez de
nombres réels telle que, pour tout v = (vy) € £3(Z), on a

T(’U)k = tk’Uk
pour tout k € Z. Montrer que D est une sous-algebre de L((%(Z)).
2. On note P le sous-ensemble de ¢?(Z) défini par
P = {v = (v) € *(Z) ;v € R pour tout k € Z}

Soit T' € L(¢?(Z)). Montrer I'équivalence des deux conditions suivantes :
(1) T e D.
(i7) 1l existe A € RT tel que pour tout € P, on ait Az —T'(z) € P et Az +T(z) € P.

3. Plus généralement, on appelle cone fermé un sous-ensemble convexe fermé @ de £2(Z) tel que pour
tout z € Q et tout t € R, on a (tz) € Q. On note

Ag ={T € L(t*(Z)) ; il existe A € R tel que Az — T'(x) € Q et Az + T(x) € Q pour tout z € Q}

Montrer que Ag est une sous-algebre de L(¢*(Z)).

4. Soit @ un cone fermé.
a) Montrer que si S € L(¢?(Z)) satisfait S(Q) C @, alors Exp(9)(Q) C Q.
b) En déduire que si T' € Ag, alors Exp(T)(Q) C Q.
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IV. Construction de sous-espaces invariants

Soit A une sous-algebre de L(¢?(Z)). On fait 'hypothese suivante, notée (H)

Il existe un convexe fermé Cy de ¢?(Z), différent de I'espace £2(Z) tout entier et du singleton {0}, tel que
pour tout T' € A, on a Exp(T)(Cy) C Cp.
1. Montrer que si Q est un cone fermé différent de 1’espace £2(Z) tout entier et du singleton {0}, I’algebre

Ag satisfait 'hypothese (H).

2. a) Montrer qu'il existe p € Cp \ {0} et w € £3(Z) \ {0} tels que (w,z — p) < 0 pour tout = € Cy (on
utilisera la question 1.4.d).

Pour tout T € A, on définit une fonction ¢ de R dans R par

or(s) = (w, Exp(sT)(p))

b) Montrer que ¢ est une fonction développable en série entiere.
¢) Montrer que ¢r(s) < ¢r(0) pour tout s € R.
d) En déduire que {(w,T(p)) = 0 pour tout T € A.

On continue a désigner par p le vecteur obtenu dans cette question, jusqu’a la fin de la partie IV.

3. Montrer que s’il existe T' € A tel que T'(p) # 0, alors Padhérence M de 'espace My = {T(p); T € A}
est un sous-espace vectoriel fermé, distinct de 'espace £2(Z) tout entier et du singleton {0}, tel que
T(M) C M pour tout T € A.

4. Montrer que si T'(p) = 0 pour tout T € A, la droite vectorielle D engendrée par {p} vérifie que
T(D) C D pour tout T € A.

5. En déduire que si A est une sous-algebre qui satisfait (H), alors il existe un sous-espace vectoriel fermé
V, distinct de I'espace ¢2(Z) tout entier et du singleton {0}, tel que T'(V) C V pour tout T € A.

V. Sous-espaces bi-invariants de shifts a poids

On note ¢2(Z) l'espace vectoriel complexe des suites z = (z)rez de nombres complexes indexées par Z
telles que

1/2
|zl = [ZI%IQ] < o0
kEZ

On rappelle que la fonctionnelle définie ci-dessus est une norme sur l'espace (2(Z). Pour x € (A(Z) et
y € (4(Z), on pose

<$U,y> = Zﬁyk

kEZ
On admettra sans justification que 'on définit ainsi un produit scalaire hermitien sur ¢4(Z).

Soit (Ag)kez une suite de nombres réels vérifiant la propriété suivante, notée (B) :
0 <inf{\; ;k €Z} <sup{\p ;k€Z} <

1. Pour z = (zy,) € (24(Z), on définit une suite S(z) de nombres complexes indexée par Z en posant pour
tout k € Z,

S(@)e = Ap—1T—1
Dans le cas particulier o A\, = 1 pour tout k € Z, on définit S; par
Sl (LL') = Tk—1
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Soit (Ax)krez une suite de nombres réels satisfaisant (B), et soit S 'opérateur correspondant. Montrer que
S définit une application linéaire continue inversible de ¢Z(Z) sur ¢%4(Z), dont 'inverse S—! est également
continu.

2. On définit une suite (wy)rez de la fagon suivante :
(i) wo=1;

w
(#9) Pour tout k € Z, ML

Wy
Soit F l'espace vectoriel des suites y = (yr)rez de nombres complexes indexées par Z telles que

{k | yr # 0} soit fini. On considere I'application linéaire W : F — F définie par

W(y)k = weYk

pour tout k € Z. Montrer que
SW(y) = WSi(y)

pour tout y € F.

3. On suppose, dans cette question et jusqu’a la fin de la partie V, que pour tout £ > 0, on a
A1 =)t

a) Montrer que wy = w_j, pour tout k € Z.

b) Soit E = {x € (4(Z) ;x_y = Tx} pour tout k € Z . Montrer que la famille (¢(j));ez de vecteurs de E
définie par :
(7) €(0)p = 1,€(0)x = 0 sinon,
() 855 2 Leli)e = 75 8 k=45, (i) =0 sinon,
i —i
i) sij < —Le(j)x=—F=sik=7,e(j)r = —=si k=—7, €(j)r =0 sinon,
(i) sij < =L el = 75 7€l =75 J» €(F)k
est orthonormée. En déduire que E est un espace vectoriel réel isométrique a I'espace ¢2(Z).

4. Pour tout y = (yx)kez € F, on note  le polynéme trigonométrique défini par

g(t) =Y yre™

keZ

Montrer qu’alors y € E si et seulement si (t) € R pour tout ¢ € R.

5. On définit les applications linéaires
c 1[S+S—1] t D 1[5 S
= — e = —_
2 21

a) Montrer que C(E) C F et que D(FE) C E.
b) On pose
P={W(y);ye FetVtcRy(t) € R}

Montrer que P C E et que, pour tout z = (2x)rez de P, on a zg > 0.
Etablir que (I — C)(P) C P, que (I 4+ C)(P) C P, que (I — D)(P) C P et que (I + D)(P) C P.

¢) En déduire qu’il existe un sous-espace vectoriel fermé M de E, distinct, de {0} et de l'espace E, tel
que C(M) C M et D(M) C M (on utilisera en particulier les questions I11.4 et IV.5).

6. a) Montrer que si (u,v) € E?, on a ||u+ iv||? = |Jul|> + ||v]|*.

b) On pose J = {u +iv ;(u,v) € M?}. Montrer que J est un sous-espace vectoriel fermé de I’espace
vectoriel complexe ¢%(Z), distinct de {0} et de ¢2(Z) tel que S(J) C J et S71(J) C J.
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VI. Sous-espaces bi-invariants fonctionnels

On garde les notations et les hypotheses de la partie V, questions 1 et 2. On suppose a présent que

Zwk_Q < o0

keZ

1. Montrer que pour tout = € ¢Z(Z), on a

Z lwy Lo | < o0

keZ

2. Pour tout = € ¢2(Z) et tout t € R, on pose

Q(x)(t) = Z wy, ' xpe*t

keZ

et pour tout ty € R, on définit
My, = {z € (2(Z) | z)(to) = 0}

Montrer que My, est un sous-espace fermé de ¢2(Z), distinct de {0} et de I'espace ¢Z(Z) tout entier.
3. Montrer que S(M,) C My,, et que S~ (M) C My, .

4. Montrer qu'il n’existe pas de sous-espace de dimension finie X de ¢Z(Z) distinct de {0} tel que
S(X)cCX.
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CORRIGE

Partie I. Distance a4 un convexe fermé

1. Cette question consiste a montrer I'identité du parallelogramme. Soit
[l +]* + [Ju = l* = [ul|* + 2(u, ) + [Jo]]? + [|ul|* = 2(u, v) +[|v]|?
= 2([[ull* + [[v][*)
a) Ecrivons I’hypothese de cette question :

(%) Ve>0, AN(e) | n,l > N(e) = > _[o(n)x — v(D)k|* < €
keZ

Alinsi, puisque tous les éléments de la derniére série (convergente) sont positifs, il vient :
Ve >0, AN(e) | n,l > N(e),Vk € Z,|v(n)r —v(D)g] < €

b) La question précédente montre que pour tout k € Z, la suite (v(n)g), est une suite de Cauchy de réels.
R étant complet, cette suite converge lorsque n tend vers co vers un réel vy.

¢) Pour N(e) fixé, la série Z |(N(€))x|* converge. Tl existe donc K € N tel que si |k| > K, on ait :
kez
1/2
> u(N(e)i|  <e
k| > K

d) Dans I’équation (%), fixons n = N(e) et faisons tendre [ vers Uinfini. Il vient :

Ve > 0, Z|v Nk —u]? < €
keZ

Soit L > K. On peut écrire :

Z U,%S Z |vg, — v(N k‘2+ Z k|2+2 Z €))kllv — v(N(€))k|

L>[k[>K L2|k|>K L>|k\>K LZI’C\EK
< D Jue—o(NE@RPP+ DD (N(e)l?
L>[k[>K Lz|k\2K
1/2 1/2
+2( D V() Do o —u(N ()l
L>[k[>K L2|k|>K

§62—|—62—|—262:462

e) Faisons tendre L vers l'infini dans la derniére inégalité. La série Z |vg|? est donc convergente (son
keZ

reste tend vers 0), ce qui signifie que v € £2(Z).

Enfin, en revenant & I’équation (x) et en faisant tendre [ vers Uinfini, il vient :

Ve >0, IN(e) [ n = N(e) = > _[v(n)y — vel* < €
kEZ

ce qui signifie que lim ||v(n) — v|| = 0.
n—-+4oo
3. a) Utilisons 'identité du parallelogramme avec v = v(n) et v = v(l). On a alors :

2

:2(1Hv(n)ll2+il\v()ll) S (W@ + [lo@)]])
(oI + [ OI*) —

|50 )

N)M—l
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par définition de d et convexité de C.

b) Existence. La suite (v(n)),, est une suite de Cauchy deC' qui est une fermé de ¢?(Z) qui est complet
pour la norme || ||. Ainsi C' est lui-méme complet et cette suite converge vers v € C. Par définition de
d, de v(n) et de la continuité de I’application norme, on a d = ||v||.

Unicité. Supposons qu'il existe v, w € C tels que ||v|| = ||w|| = d. Par l'identité du parallelogramme :

1
sllv=wl® < 5 ([l + |lwll*) = d* <0

DN =

Ainsi v = w.

4. a) Soit v € C (C non vide) et w € £2(Z) \ C (qui est non vide par hypothese). Ce dernier ensemble
est ouvert : il existe p > 0 tel que la boule ouverte B(w, p) C ¢?(Z) \ C. Notons

[v,w] = {tv+ (1 — t)w | t € [0,1]}

On a alors [v,w]NAC # (). En effet application ¢ : t — tv + (1 — ¢)w est continue sur [0,1] et donc inf ¢
existe et est atteint en un point de la frontiere de C.

e si ce point n’est pas 0, nous avons répondu a la question.

e si ce point est 0, soit wy € B(w, p), wy ¢ [w,v]. Alors par le méme raisonnement que précédemment
[wy,v] N OC existe et ce point n’est pas 0, par définition de w;.

b) Pour tout v € £2(Z) \ C, alors C étant fermé, inf{|[v — z|| | z € C} > 0 (autrement v € C).

Montrons qu’il existe v tel que inf{||v — z|| | z € C} < [|v]]-

e si 0 € O, cest vérifié pour tout v € £2(Z) \ C.

« S0 ¢C alors O € 2(Z)\ C. Soit p = %d(O,C) _ §||$0||. Alors B(0,p) C (Z)\ C et
v = [0, z0] N B(0, p) vérifie )

1
£(0,0) > d(v,C) = 2d(0,C)

¢) Soit v € ¢%(Z). On remarque que si C est convexe fermé, alors v — C = {x —x | * € C} est convexe

ol = p=

fermé. (démonstration quasi immédiate). De plus d(v,C) = d(0,v — C) existe et est atteint en un point
p € C par la question 3.a.

Montrons que p € 9C. Par 'absurde, si p appartient a 'intérieur de C, il existe une boule B(p, p)
incluse dans cet intérieur et par un raisonnement identique & celui de la question 4.a. [v,p] N dC # @ en
contradiction avec la définition de p.

Enfin p # 0, car autrement ||v|| = inf{||v — z|| | € C'} en contradiction avec la question 4.b.

Remarque. Toutes ces questions paraissent « bien compliquées) pour montrer que la distance d’un point
dev € (?(Z)\ U a U existe et est atteinte en un point de la frontiére OU de U.

En effet, on montre comme dans la question 3 que cette distance d existe et est atteinte. En supposant
ensuite qu’elle est atteinte en un point u de l'intérieur de U, il suffit de choisir une boule centrée en
u de rayon r, contenue dans U. Le segment [v,u] recoupera alors cette boule en un point w € U, en
contradiction avec la définition de d.

d) Soit r € C.
o =712 =1l = pll* + |lp = r[]* + 2(v = p,p — 1)

Donc, pour tout r € C' :
—2(v—p,r—p)+lp—r|[* >0

Tout g € C peut s’écrire Ar + (1 — Ap) (p — g = A(p — 1)), et I'inégalité précédente se réécrit :
—2Mv —p,q—p) + X|[p—ql* 2 0
ceci pour tout A € [0,1]. Ce trindéme du second degré en A étant toujours positif, il vient que
(v—p,.g—p) <0
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Partie II. Exponentielle d’opérateurs
1. (i) = (4i). Si T est continue en tout point de £%(Z), elle I'est en 0.

(i1) = (iii). Ecrivons la continuité de T en 0.
Ve>0, 30 >0, ||z]| <d=||Tz|| <€

]
Soit z € £2(Z) tel que ||z|| < 1. Alors pour y = 2% il vient :

2€
1Tyl < e = |1Tal| < € = M

(ii7) = (i1). Notons M = sup ||Tz||. On a alors, pour tout x € ¢*(Z)
[lzl|<1

| Tz]| < M]|z]|

(en divisant z par sa norme)
Ainsi si zg € (2(Z) et x € (3(Z), ||Tx — Txo|| = ||T(x — m0)|| < M||z — 20|, ce qui montre que T est
lipchitzienne, donc continue sur ¢2(Z).

2. a) Si T,S sont deux endomorphismes continus de ¢%(Z), pour tout scalaire A\, AT + S est un
endomorphisme continu de ¢?(Z). La fonctionnelle || ||, est une norme (vérification immédiate) appelée

norme d’opérateur.

b) Si (T;,) est une suite de Cauchy de L(¢?(Z)), on peut écrire :
(%%) Ve >0, 3N | n,m > N = Va € (2(Z),||Tn(z) — T (2)|] < ||Ty — Tonl|2]|2|| < €z]|

Ceci signifie que la suite (7}, (z)) est une suite de Cauchy dans ¢?(Z) qui est complet pour la norme || ||.
Elle converge donc vers un vecteur T'(x) € (2(Z).

c) Ainsi la suite (7},) admet une limite simple 7. (i.e., pour tout x € ¢*(Z), lixf To(x) =T(x).)
n—-—1+0oo

Dans la relation (%*), fixons n > N et faisons tendre m vers Uinfini. Il vient :
Ve >0, AN | n> N = Va € (*(Z),||T,.(z) — T(z)|| < e||z]|
C’est—a—dire :
Ve>0, IN |n>N = ||, —T||z < ¢
Ainsi T est la limite de la suite (7},) dans L(¢?(Z)). Enfin, T est continu, car
Tl < IT = Tnlle + [[Tnlle < e+ [[Tnlle = C
3. a) Pour tout z € (*(Z) :
WTS@)| = TSI < TIlS@) < ITIzIS]L]l=]]

Done ||TS][ < |IT[L[S]|z-
b) Montrons que la suite (Sx(T))x est une suite de Cauchy de L(¢?(Z)). Or, si M > K :

Moy '
15m(T) = Se(D)l|n < Y F(HT\IL)J

j=K+1"°

Ce dernier terme est majoré par le reste d’une série convergente (qui converge vers e”THL), donc peut
étre rendu aussi petit que 1'on veut pour M > K > Ny. L’espace L(¢*(Z)) étant complet, ceci montre
que la suite (Sk(T))k admet une limite dans cet espace.
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c) Etablissons I'inégalité proposée. Comme les matrices A et B commutent, on peut utiliser le bindme
de Newton :

n n

1 Iy AJB AiB!
ZEAHB — 2 74 ZZ Zog i1

4!
k=0 j=0 1= 0 k=0 j—0 7
AP B4 AP B4
- Z plg! B Z plg!
0<p+q<n 0<p,g<n
> o
= 191
n<pte<an DT

Donc, avec le méme raisonnement :

n

n n A
Sem e am| |y o

|
k=0’ j= I n<p+q<2n p-q:

147 B EIAEL
D DD |

L

| |
n<p+q<2n pq n<p+q<2n pq:
n 1 . n 1 n 1
- (S ) (3o qett) - 3 fians + e
jzoj' =0 "~ k=0

Par les questions précédentes, lorsque n tend vers l'infini, I’expression de droite de l'inégalité ci—
dessus a pour limite Exp(A + B) — Exp(A4) Exp(B), alors que l’expression de gauche a pour limite

Partie ITI. Cones fermés et sous—algebres

1. L’ensemble D n’est pas vide, puisqu’il contient I'application nulle. Si (S,T) € D? et A € R, il existe
deux suites (t), (sx) bornées telles que T'(v)g = txvg et S(v)x = spvE. On a alors :

(AT + S)(v)g = Mok + Sgvg, avec (At + sx) bornée
et
S(T())k = (trskvr)
Ainsi D est une sous-algebre de L(¢%(Z)).
2. Montrons (i) = (ii).
Si T € D, il existe une suite (t;) bornée par M telle que pour tout v € P,T(v); = txvg. On a alors :

()\1} — T(U))k = \vp — tpUk, ()\’U + T(U))k = \vg, + tpvg

Comme, pour tout k € Z,A— L <A+t <A+ M,si A > M , on obtient la relation (i).
Montrons (i7) = (7).
Soit k € Z. Notons e®) ’élément de P défini par :

o) 0 sij#k

7711 sij=k

Par hypothese, il existe A € RT tel que pour tout k € Z, Ae(*) + T(e(k)) € P? cela signifie que pour tout
JEZL:
k k
—)\65. ) < T(e(k))j < )\eg. )

De par la définition de e(®), ceci se traduit par :

(e(k))-: 0 Slj?ék
J ~A <ty =T(e®), <X\ sinon
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La suite (t;) ainsi définie est bornée par A. Notons S Dlapplication linéaire associée & cette suite et
montrons que T = S.

Soit v € £2(Z). Pour tout n € N, on pose v" = (V_p, V_pi1,---,00,---,0p). On a alors
n
o v € (?(Z) et v" = Z vpe®),
k=—n
o lim [[v" —v||=0,
n—-+o00

o T(v")=S8(") = (tkvk)—ngkgn-

Par continuité de T, lirf [|T(v™) —T(v)|| = 0. Par unicité de la limite, il vient T' = S.

Remarque. On vient en fait de montrer que (Vect(e®)),k € Z) étant dense dans (*>(Z), T = S sur
(Vect(e'®)), —n < k < n), entraine que S = T sur tout (*(Z).

3. Ag n’est pas I’ensemble vide, puisque 0 € Ag par définition de Q.
Soit (S,T) € A2Q et a € R. Il existe A > 0, u > 0 tels que pour tout = €, on ait

A+ T(z) € Q,uxr+S(x) €Q

En utilisant la convexité de @) et le fait que @ soit un cone, il vient, pour tout x € @ :
1 1
A+ pwx£(T+95)(zr)=2 (2()\ +pz £ §(T + S)(:r))

Sia >0, Q étant un coéne arr + aT'(x) € Q. Sia <0, —a\x F aT(x) € Q. Ceci montre que Ag est un
sous—espace vectoriel de L(¢?(Z)).

Enfin, on sait que :
{ pAr +T(z)) + SAX +T(x)) € Q
prz =T(z)) = SAX = T(2)) € Q

En faisant la demie somme de ces expressions, la convexité de () donne :
Apx 4+ ST (x) € Q

Et
{ wAx —T(z)) + SAX —T(z)) € Q
p(Az +T(z)) — SOAX +T(z)) € Q

donne

Az — ST(x) € Q

Ainsi Ag est une sous-algebre de L((?(Z)).

4. a) On sait Q est un cone fermé et que S(Q) C Q. Ainsi pour tout k& > 0, %]:(Q) C Q. Montrons par
récurrence sur n que Z %]:(Q) C Q.
k=0
« (1+5)(Q =2 (5@ +50Q)) < @
" Sk 15~ S* 15"
° ZM(Q):2<QZM(Q)+Q 75,62)>)CQ
k=0 k=0 ’

Enfin, @ étant fermé, on a Exp(S)(Q) C Q.

b) SiT € Ag, il existe A > 0 tel que (M +T')(Q) C Q. Par la question précédente Exp(AM +T)(Q) C @,
ou e* Exp(T)(Q) C Q. Donc, en multipliant par e=* > 0, on a Exp(T)(Q) C Q.
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Partie I'V. Construction de sous-espaces invariants
1. C’est la question précédente I11.4.b.

2. a) On a montré dans la question 1.4.d : si Cy est un convexe fermé de ¢2(Z), alors
Ju € () \ {0}, 3p € Co \ {0} tel que (v —p,q —p) <0,g € Gy

Choisissons w = v — p. Par construction de p et choix de v dans la question 1.4, on a w # 0 qui répond

a notre question.

b) Pour tout n € N :

s*TF(p ~ sk
(32 ) = S ) 5
k=0 k=0
o : s
s" s|®||T
e R e

qui est le terme général d’une série convergente. La série définissant ¢r(s) est ainsi convergente et on
peut écrire :

+oo Sk
or(s) = 3 (. T () >
k=0

¢) Il vient :

¢r(s) — ¢7(0) = (w, Exp(sT)(p) — p) = (w, 2 —p) <0
car A est une sous—algebre de L(¢2(Z)), T € A et par 'hypothese (H), pour tout s € R, Exp(sT)(p) € Co.
d) La fonction ¢ est de classe C*° et admet un minimum en s = 0. Sa dérivée en ce point vérifie

¢r(0) = 0, soit (w,T(p)) =0, pour tout T' € A.

3. A étant une algebre, My est un sous—espace vectoriel de L(¢?(Z)). Son adhérence M est une sous-
espace vectoriel fermé de L(¢?(Z)). Comme T'(p) # 0, on a My # {0}. Enfin si My = ¢%(Z), par continuité
du produit scalaire et par la question précédente, on a (w,z) = 0, pour tout x € £(Z), ce qui entraine
que w = 0 en contradiction avec sa définition.

Pour terminer, soit T' € A, et S(p) € My ; alors T(S(p)) € My (car A est une algebre). Par continuité de
T, il vient T(M) C M.

4. Si T(p) = 0 pour tout T € A, alors T(D) = {0} C D.

5. Si A est une sous—algebre de L(¢*(Z)) satisfaisant & (H), les deux questions précédentes montrent qu’il
existe un sous—espace vectoriel fermé non trivial (M dans un cas, une droite dans I'autre cas) invariant
par tous les éléments de A.

Partie V. Sous-espaces bi-invariants de shifts a poids

1. L’application S est manifestement linéaire.
Notons 0 < m = inf{\g ;k € Z} < M =sup{\ ;k € Z} < co. Soit z € ¢*(Z) ; alors

Aexx| < Mlai| = [1S@)I17 =Y [Mael® < M?[[]?
keZ

L’endomorphisme S est donc continue de norme ||S||, < M.
Pour montre que S est inversible, il suffit d’exhiber son inverse, soit

1
571 (yk) — oYk
k

(on a bien (z) — (Ag—1TK—1) — )\ik()\kmk) = (zx).)
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L’application S~—! est continue car < —|yk+1|, donc :

1
m

1
A Yk+1

1
17 @Il < Iyl

2. On a, pour tout y € F':

SW(y) = Ae—1wr—1Yr—1) = (Wryr—1) = WS1(y)

3. a) Montrons que wy = w_y.
e c’est vérifié pour kK =0
e pour tout k>0, on a wr = A\gAy - Ap_1 et

par hypothese de cette question.

b) Un calcul immédiat montre que pour tout j € Z,||e(j)|| = 1. De plus, pour j # k,j # —j, il est
immédiat que (e(j),e(k)) = 0, puisque ces deux vecteurs ont des supports disjoints. Enfin, par calcul,
pour j # 0 :

(), () = 5 — 2 =0

cela montre que la famille (€(j));ez est une famille orthonormée de E.

Si (e’) est la famille orthonormée de ¢2(Z) définie dans la question I11.2, soit T I'application définie sur
Vect(e(j)) par T(e(j)) = e?. Les deux familles étant orthonormées, T est une isométrie de Vectg(e(j))
sur Vectg(e/). Cette isométrie se prolonge en une isométrie de Vectg(e(5)) = E sur Vectg(e/) = ((Z).

4. Soit y = (Yr)—n<k<n un élément de F.
e supposons y € F, c’est-a—dire que y_; = 7. On a alors :

J(t) =yo+2> Re(ype™) €R
k=1

e réciproquement, supposons y(t) € R,Vt € R. Cela signifie que g(t) = y(t) ou

La famille (e’**)_,,<x<, étant libre, cela entraine que pour tout k € [—n,n], 7= = .
5. On sait que pour tout = € ¢*(Z) :

1

S(Z‘)k = )\’Cflxk717 et S_l(-r)k == kakJ’,l
Ainsi, six € E :
TR 1 1
S(l’)—k = A—k—lx—k—l = rx_k_l = ka-&-l, et S(x)k — )\k—lxk—l
k k
F e . 1
S—Hz)_p = T_jt1 = Me—1Zk—1, €t S (@), = Tkxk—&-l

ce qui entraine que :

O(z)y = [S(x),k + 5 (@) n

[N

1
Ak—1Tp—1 + Tk =
k

N
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et

D(z), = 2% [Aklfckl — )ilkﬁrk;+1:| = —% {S(m),k — S*l(x),k}

Donc C(FE) E et D(E) C E.

b) Soit W(y) € P avec y € E ; alors W (y)_1, = Wiy = wryr = W (y)g. Donc P C E.
De plus :

1 27 N ~
Z0 = wWoYo = Yo = %/ y(t)dt > 0, car g(t) >0
0

On sait que pour tout y € F,SW(y) = WSi(y). On montre de la méme fagon que pour tout
ye F,WS(y) = WS (y). On a alors :

(1= W) = 1= 17205+ STW ) = W (= 5(510) + 57 ) = W(w

e on a évidemment u € F, puisque y € F = S1(y) € F,S;'(y) € F,
e pour tout t réel :

i) =00) 5 (51000 + 57 ()0) = 0) — 5+ e ie) = (1~ cos (1) > 0

Les démonstrations pour I + C,I — D, I + D sont identiques. On obtient :

(I+C)YW(y) =W(uw),u(t) = (1+ cost)y(t)
(I = D)YW(y) = W(u),u(t) = (1 —sint)y(t)
(I+D)YW(y) =W(u),u(t) = (1+sint)y(t)

¢) L’ensemble P est un cone convexe. En effet, si W(y) € P et a > 0, alors aW (y) = W(ay) € P (car
ay(t) > 0). Et si W(y1) € P,W(y2) € P, pour tout A € [0, 1]

AW (y1) + (1 =AW (y2) = W(yr + (1 = Ny2) € P

(car Ay1 + (1— N)go = M + (1 — N)g.)

Comme P ne semble pas fermé, regardons son adhérence P. L’adhérence d'un convexe est convexe,
I’adhérence d’un cone est un cone, donc P est un cone convexe fermé.

De plus P # (?(7Z), puisque si z € P, alors zy > 0, et P # {0}.

Regardons alors

Az ={T € L(t*(Z)) ; il existe A € R tel que Az — T'(z) € P et Az + T(x) € P pour tout = € P}

Cette sous—algebre contient C' et D avec A = 1. Par les résultats de la partie IV, Ap vérifie 'hypothese
(H) et il existe un sous—espace vectoriel fermé M de E (isométrique & £2(Z)), non trivial de £2(Z) invariant

par tous ses éléments, en particulier par C et D.

6. a) Soit (u,v) € E? (donc u_g = uy, et v_ = vg). On a alors :

lu+iv]]* = fu+iv]?

keZ

= [lull® + [Jv]|* +1 <Zukvk— Uk”k)
k€EZ

= [[ull® + [lvll?

b) Soit T I'application définie sur M? par
T(u,v) = u+iv
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Par la question précédente, T' est une isométrie de M? (muni de la topologie produit) sur J. Ainsi J est
un sous-espace vectoriel fermé de ¢%(Z), distinct de {0} et ¢2(Z) (puisque M le vérifie). Enfin :

S(J)=(C+iD)(J)Cc M +iM =Jet S™*(J)=(C —iD)(J)C M +iM =J

Partie VI. Sous-espaces bi-invariants fonctionnels
o\ 1/2 n 1/2
k=—n

2. L’ensemble M,, possede une structure de sous—espace vectoriel de ’espace des fonctions continues sur

1. Pour tout n € N :

n

>

k=—n

1

Wk

T

(s

k=—n

Wk

Ceci entraine que la série E lw; ' 2k,| converge.
kEZ

R, 27 périodiques. Il est fermé car si (z") € My, vérifie lim z" = z, alors z € E(ZC(Z) entraine que

n—-+o0o

Q(x)(t) existe pour tout t réel. De plus :

1

o 1/2 1/2
k kez

w

sup [Q(a")(8) — (x) ()] < Y g, g — 2a] < <Z

teR kEZ keZ

La suite de fonctions Q(2™) converge donc uniformément sur R vers la fonction Q(x) et donc Q(x)(t9) = 0.
Enfin M,, # {0} car €® — wie™"0e' € M, et My, # (2(Z) car €® ¢ M, .

3. Soit & € M,, donc tel que Zw;lxkeikto = 0. Alors
kEZ

Q(S(x))(tg) = Zwlzl)\k_lzk_leiktn _ Zw;;_lll’k—leikto = €0Q(2)(ty) = 0
kez keZ

et

QST (@) (to) = > wi A wgae®0 = T wpl mpge™ = e0Q(x) () = 0
kEZ keZ

4. Supposons qu'il existe X C ¢Z(Z) de dimension finie invariant par S. Alors S posstde au moins une
valeur propre p et un vecteur propre associé x € X,

S(z) = pr <= Z/\k—ll'k—lek = Zumkek

keZ keZ
Donc, pour tout k € Z, pxy 1 = A\gxg. Ainsi
L M L )\11’1 o )\Oxo o )\,11',1 - o )\,nl',n
#= a Tn+1 B N To a X1 N o - N T—_n+1 -
On peut supposer que xg = 1. Cela donne :
Vn, Tny1 = Wntl

n

1
et par la question 1, la série Z ’n converge, donc |u| > 1.
)

Mais

Vn, &_p =w_np"

et par la question 1, la série Z || converge, donc |u| < 1. Contradiction. Ainsi S n’admet pas de
sous—espace invariant de dimension finie hormis {0}.
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