Agrégation interne
Corrigé de la premiére épreuve de I'agreg’ interne 2000
Merci d’avance de me signaler toutes les erreurs (petites ou grosses) qui auraient pu
échapper a ma vigilance...

PARTIE |

Question 1

PourallZ, on a I'équivalence des assertions suivantes

(1)

(i)
(iit)
(iv)
(v)

[a]m est inversible dandnZ.

Il existeb1Z tel que ]m.[b]m=[1]m.

Il existeb1Z tel que gb-1]w=[0]m.

Il existeb1Z etkZ tels queab-1=km
a est premier aveq. (Bezout)

Ce qui établit donc bien le résultat.

Question 2-a
Sachant queZ(mZ)* est un groupeommutatifpour le produit, on a, pouwr,30(Z/mZ)*:

(i)
(if)

a’0(Z/mZ)* (car le produit est une loi de composition interne danZ)*), et donao
est bien a valeurs dar@rz)".

o(ap)=(ap)*=a*p*=o(a)o(B)

Donco est bien un morphisme de groupesZiay)* dans lui méme, et donc son image S est
un sous groupe dé&/(nz)*.
Question 2-b

Pourm=5:

On sait que/5/={[ K]s, k[}{0,1,2,3,4}}. La premiére question nous indique alors

(52" ={[ K15, k({1,2,3,4}}.

Par ailleurs, en regardant les carrés de ces quatre éléments, on a

([1]9)°=[17s=[1]s ; [2°]s=[4]s ; [37]5=[9]s=[4]s ; [4°]5=[16]5=[1]s.
Donc: S={[1]s,[4]s} .

Pournm=15:

En reprenant les mémes raisonnements, on trouve

(Z/152)*={[ Kls, k(3{1,2,4,7,8,11,13,14}}
[12]15:[1]15 ; [22]15:[4]15 ; [42]15:[16]15:[1]15; [72]15:[49]15:[4]15; [82]15:[64]15:[4]15;
[112] 15:[121]15:[1]5; [132] 15:[169]15:[4]15; [142] 15:[196]15:[1]15.
Donc: S={[1]15:[4]1s5} .

Question 3-a

On

rappelle que/p2)={[ K], k{0,1,..., p-1}.

Donc ¢/pZ)*={[ K]p, kJ{0,1,..., p-1} et k premier ave}.

Or,

0 n’est pas premier avpcet pour ¥k<p, k est premier aveg, carp n’a pas de diviseur

entre 1 ep-1. Donc Z/pZ)*={[ K]p, KO{1,..., p-1}}, et card((Z/pZ)*)= p-1.
Question 3-b

[1],-[-1]p=[2], et 2 n’est pas un multiple g carp=3. Donc [1}#[-1],.
Question 3-c

On a: K={aO(Z/pZ)*, tel quen®=[1],}. Donc pouralK, aveca=[a],, on a:



a’-1 est un multiple dp. Doncp divise @-1)(a+1). Sachant que est premier, on a ?nc
soitp divisea-1, soitp divisea+1, ce que signifie donc
soit [a]p=[1]p, soit [a]p=[-1],.- Réciproquement, il est clair que ces deux éléments sont dans K.
DoncK={[1] p, [-1]p}.
Question 3-d
o étant un morphisme de groupes de noyau K et d'image S, on a donc
Le quotient def/pZ)* par K est un groupe isomorphe a S. Daaral(S) est égal au cardinal
du groupe quotien?(pZ)*/ K, a savoir. card((Z/pZ)*)/car d(K)=(p-1)/2=". On a donc bien
card(S)=p’

Proposons maintenant une preuve directe
SoitadS. Ainsi a peut s’écriren=0(3). Déterminons alors les autres antécédents de
a=a(y) équivaut alors a(y)=o(B), ce qui signifie donc, sachant gme&st un morphisme de
groupes o(yB)=1, ou, en d’autres termegy K. Compte tenu de K={[1] [-1],}, ceci
équivaut donc ay=p ouy=—03, et ces deux valeurs sont distinctes vu qug[{l],.
Donc chaque élément de S a exactement 2 antécédents, et donc d’aprés le lemme des bergers,
2card(S)=card((Z/pZ))=p-1=2p’. On retrouve donc le résultat.
Question 2-e
On a donc card(S)+card(T)=card((Z/pZ)*). Donccard(T)=p'.
Regardons, poJT, I'ensembleS={0s, s[IS}.
L'applicationf définie sur Z/pZ)* parf (a)=6a est une translation, et est bijective. Donc, en
remarquant quéS=f (S), on en déduit quzrd(6S)=card(S)=p'=card(T).
Or, soita=0s un élément quelconque @8. AlorsallS, car sinon, sachant que S est un sous
groupeas'=0 appartiendrait & S, ce qui est en contradiction ezt DoncBS est inclus
dans T et a méme cardinal. D'68=T.
Question 2-f
On remarque d’'abord qug est bien surjectif, a valeurs dans {-1,1}, vu que ni S, ni T ne sont
vides (ils ont pour cardinal >1).
Soit alorsa,BU(Z/pZ)*. Compte tenu de la commutativité du produit et quitte a échangter
B, trois cas peuvent se produirsoit ils appartiennent toukeux a S, soit ils appartiennent
tous deux a T, soet(1S etBOT. Etudions les un a un

Sia,BOS:
Alors af30JS (S est un sous groupe) xefoB)=1=xp(a)Xps(B)-

SialS etBOT :
Alors a3JS (méme raisonnement qu’en 2-e)x&t )= -1=xx(a)Xp(B).

SiadT etBOT :
Sachant qu’alors T&S (cf 2-e) 3 peut donc s’écrire
B=asavecsS. DoncaB=0°s; or par définition de S, et don®?*s1S, cadapCS.
Doncxp(af)= 1=xp(a)Xp(B).
On a donc bien établi que pour toypllS, on a Xp(aB)=xp(a)Xp(B), et donc
Xp €st bien un morphisme surjectif d#Z)* dans {-1,1}.
Question 3-g
Soitf un morphisme deZ(pZ)* dans {-1,1}:
Soit alorsaS. Il existe don@S tel quen=p°. De ce fait
f(a)=f(B?)=(f(B))*=(+1)’=1. Doncf(a)=x,(a) pourads.
Par ailleurs, sachant géiest surjective, il existe](Z/pZ)* tel quef(6)= -1. Remarquons de
suite queb ne saurait donc appartenir a S. AinsBBset donc, sit est un élément de @,
s’écrit alorsa=0s avecslJS. Ainsif(a)=f(0)f(s)=(-1).(+1)=(-1)=p(a).




Donc, dans tous les cas, of{(@)=x,(a) et dond=xp.
Xp est donc bien le seul morphisme surjectifipZ)* dans {-1,1}.

Question 4

. . [a ) . ,
On a donc ainsi Eﬂgzl si, et seulement aiest un carré modulo 11.

Il reste donc a regarder les restes modulo 11 des carrés des entiers entre 1 et 10
[12]11:[1]11; [22]11:[4]11; [32]11:[9]11; [42]11:[5]11; [52]11:[3]11-

Il est en fait inutile de continuer car on a trouvé 5 valeurs distinctes et donc 5 éléments de S,

aveccard(S)=5. Donc S={K]11, k(}{1,4,9,5,3}}. Ainsi :

Poural{1,3,4,5,9}, on aBEH:L et poura§{2,6,7,8,10}, on & BEH: -1.
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PARTIE |

Question 1
Soitad(Z/pZ)*. Alors a® =a ™. Or Z/pZ)* est un groupe d’ordne-1 d’apreés le 1-3-a, et donc
I'ordre dea dans Z/pZ)” divisep-1 (théoréme de Lagrange), ce qui entraifié=[1],.
Ainsi a® =[1],, et dona® vérifie 'équation®=[1], dans Z/pZ)*.
Cette équation équivaut &[1],)(x+[1],)=[0],, et, sachant qu&/pZ) est un anneau intégre
(c’est méme un corps), elle équivant=at[1],. Donca ” = #[1],.
Question 2-a
Remarquons d’abord que, paufl(Z/pZ)*, on a: a * =[¢(a)],. Ainsi :
Soita,B0(Z/pZ)*. On a alors

[d(aB)]=[(aB) "Tp=[a " 1p-[B " To=[d ()]p-[O(B)]s=[d(c)d (B)]
Donc[d(aB)-¢(a)d(B)],=[0]p, et donap(aP)—¢(a)d(B) est un multiple d@. Or, commep
est a valeurs dans {-1,1¢(ap)-¢(a)d(B){-2,0,2}. Commep=3, on a dond(ap)-
¢(a)d(B) ne peut qu’étre nul, ce qui nous doria)=¢(a)d(P):
¢ est bien un morphisme de groupes#ipZ)*dans {-1,1}.
Question 2-b
D’une part, on &([1]p)=1, et donc 1 a un antécédent par
D’autre part, le groupe multiplicatiZApZ)* étant cyclique, d’ordrp-1=2p’, il est donc
isomorphe au groupe addifi2p’Z). Ainsi I'existence d’ura0(Z/pZ)* vérifianta® = [-1],
équivaut a I'existence d’'uBldZ/(2p’Z) vérifiant p’3#[0] (on rappelle qu’il n'y a que 2 valeurs
possibles poun® = [-1],), ce qui est le cas pofrE[1]zy .
Question 2-c
¢ étant un morphisme surjectif d&Z)* dans {-1,1}, il est alors égaly (cf question
I-3-g). Donc, si est premier @, on a:

[ ]o=[1], = Xp([a]p)=1 E%EZI

=1 - B =1
p

Et de méme

Ainsi, on a:



[ H%Ep
p

Et finalement ap'EEEE (mod p)
p

Question 3
On a donc ELIEE (-1)* (mod p), et donc sachant Q%EE vaut 1 ou —1, il reste juste
p p

E;l%: (-1)" . Ainsi, sip est congru & 1 modulo 4, algrsest un multiple de 2 et donc
p

1 . R R
E;E:L Par contre, $ est congru a 3 modulo 4 , alogs 2st congru a 2 modulo 4, et donc
p

p’ est lui congru a 1 modulo 2’ est impair etE;lE: -1. Commep est impair, ce sont les
p

deux seuls cas possibles, et le résultat s’en suit.

PARTIE I

Question 1

m-1 m-1 m 2
On regarde f,(2m) = Zexpﬁ Zn;inm( E Zexpﬁ 2rl(l+ k E ZGXDE 2Trl:1( E
TK

2
Or, en remarquant que pdam, on a:exp 2 E exp(2imm) =1 = exp(0).

m
ok
Donc ZGXDE E pE E f,(0) : on a bien prouvéf(2m=fy(0).

Par ailleursf, est clairement de classé& 8ur [0,21], comme somme (finie) de fonctions de
classe C sur [0,21. Or, f(2m)=fo(0) par définition dé (périodicité), efy(0)=fy(2m). Donc en

fait, f etfy coincident sur [0, et doncf est de ce fait Csur [0,27. Or, f étant Zt

périodique, on en déduit qfiest C sur [2hm, 2(n+1)r] (pour toutn entier).

En particulierf est donc continue sur au molRig217). Or f est par ailleurs continue a droite
en 0, et a gauche ema2onc a gauche enest donc continue en 0, et donc, par périodicité,
f est continue en chaque point d& 2Finalementf est continue suR.

Question 2-a

On calcule, a I'aide du changement de variable proposé




+ k)’

_i —n|t — _li 2m i i (t
cn—sz’O f(t)dt = Z,ZHIO exp%nltﬂ > Ejt

5 H EZnHHmn% E
; 21 k_mn 0 exnm— nIZTIHJ K+ ”;“Qﬂ D2T|m2 %ﬂu
E H
m-1 n E %TEJ+W%E
- é%xj’k_nfexpg- ni2nH;+_§+i Dznmz %ﬂu
: H

m-T . N 1 m’n?
:ImnzexpElmnnz—anm+|—E42+mnu+ 2
- m

—e ' 2exp%r%~nu+—+nu%u

Finalement, on obtient bien

s

. mn mn - 2itu?
—-imt— _m-

- 2 2
c,=e I_@ e ™ du
2

Question 2-b

Sin est pair. alorsn” est un multiple de 4 ef/2 est un entier pair ekp(-itmn?/2)=1.

Sin est impair, aven=2k+1 : alorsn’=4(K’+k)+1, et donc
exp(-itmn®/2)=exp(-itm/2)=(4)™.

Question 2-c
On a:
_ mmg iTu® _
Coq —J’_mq Xpe— U= U
et:
. m(-q+15) it
— itm/ 2 2 —
Caaa =€ [ sy exp%%’“ B
Question 2-d

On remarque d’abord quiest continue, #-périodique et Epar morceaux s. Donc la
série de Fourier dieconverge normalement vefrsurR ; en d’autres termes, la série de

fonctions (de la variablg Z c,(f)e™ converge normalement veftsOr, la norme infinie sur

R dec,(f )™ estlcy(f )0 Donc la sérieZ|cn(f ) +lc..(f) converge.

Comme il s’agit d’ une série a termes positifs, il s’en suit que les deux séries
Z|02n(f ) +lcn (F) et Z|c2n+l +|c_,.(f) convergent. Donc, compte tenu du 2-c, les
n n

deux séries proposées convergent absolument.
De plus, on a (la convergence normale entrainant la convergence simple absolue, donc la
convergence absolue en:0)



+00
= ch

n=-co

et cette série est absolument convergente. On peut donc regrouper les termes

f (0) = CO + Z (CZn + C—2n ) + Z (CZn+1 + C—2n—l)

n=

Soit encore
f(0)=c, + i(un +u_,)+e ™2 i (v, +v..,)
On fait le changement d'indiag= nJ:Z dans la deuxiémézsérie et on obtient
f(0)=c, + i(un +u_ )+ e‘i"“’zi(vl_q +vq)
= =
Question 3-a q

PourX>0, on fait une intégration par parties
2ny ] 1 e2|le |j< 1 X 1 2ipny

LYy s ek bz 7Y

y
2imy
Or, l'intégrale improprq’l 5 dy est clairement absolument convergente, et la partie entre
y2

2iny

Nt

- - - ~ +oo
crochets a une limite finie quaxdtend vers l'infini. D’ou la convergence ‘]?

. - . 2my 1 1
Par ailleurs, on a, au voisinage de 0, I'équival ~ —, etJ’ dy est convergente.
y o °
2my 2iny

On vient donc d’établir 'absolue convergencej’de\/fdy et par sunq’ e\/_ dy est bien
y

convergente.

Question 3-b

PourX>0, on fait le changement de variafptec, qui constitue un Edifféomorphisme d&*
dans lui méme. On a donc I’égalité suivante entre intégrales convergentes

J’ \/_ dy [ " 2e7™ x,
ce qui prouve au passage la convergence de l'intégrale de droite, et par pfftéz,”ﬂzejx.

Question 3-c

On reprend la formule du 4:d

I e2|nu /mdu+zam(q +1) 2ITI]J /md I m(1-a) 2ITI]J /md E
m(q+

—iTm }/) 1T m m(q/) ITU m
/zzg(quz) " Im( q+}/) ™M H

De la, en remarquant que la relation de Chasles donne dans les deux sommations des intégrales
surR, convergentes d’'apres la question précédente (ce ne sont pas tout a fait les mémes mais le




. . u .
changement de variable affnc:c/e: = xpermet de passer de l'une a l'autre). Il reste donc
m
f (O) — J—_+°° e2inuz/mdu + e—irlm/2J—_+°° e2inuz/mdu — (l+ e—iﬂmlz)J—:roo e2inuz/mdu

.U
Et le changement de varlab% = xdonne alors
m

£(0) = fL+e™2Nm.J

Question 3-d
En particulier, poum=1, on obtient
f(0)=(14).J
Or,on &
0 2
f(O):ZoexpE (2l2<n) Ezl
£ T
Finalement, on obtient
1 1+
J=—="
1-i 2

Question 3-e

En reprenant la formule dé) pourm quelconque, on obtient

£(0) = zeZﬂkZIm — J@+e—im/2W.

Donc:
G(m):l% (L+e™2\m.
PARTIE IV
Question 1-a
Existence
7 - C

Soitt I'application définie par t: [ . T est clairement un morphisme de groupes
-

e2ikT[/m
entre R,+) et C, .), dont le noyau estZ. Le théoréme de factorisation des morphismes nous
indique alors que induit un morphismen, deZ/mZ dansC vérifiant :
0kOZ, e, (k].) = t(k) = e®™.

unicité :
La relation définissard,, donne explicitement la valeur dg(w) pourwlZ/mZ, ce qui prouve
I'unicité.
Question 1-b
On posean=e’"", et ainsi:

1_ m
a -0
1-a

;ﬁz En(X) = zak =



Question 2-a
On suppose donc qlkeh (mod 2m). Donc il existe un entiar tel quek-h=2mu
Donc, en élevant au carré la relatiein+2mu, on obtient k*-h?>=4hmu+4nvu?, et donc
k’=h? (mod 4m), et dond¢/4m-h%4m est un entier, d’otl

e2ink2/4m

2inh? / 4m
e

ce qui entraine bien le résultat voulu.

Question 2-b

On fait dans la deuxiéme sommation le changement d’ikeite2m (ce qui revient a
appliguer la propriété (Paveco : h— h+2m, qui est une bijection de Y={1,2,..n21} dans
X={2m,...,4m1}) :

_ 2in(k2/4m—h2/4m):1
)

4m-1 oik? 2m-1 i (ha2m)?
eln/mzhzel(+m)n/m.

k=2m =0

Et, d’aprés la question précédente, conir@meh (mod 2m), on a; e ™2™’ m = gZh‘n/m

D'ou:

& ke = 2 (h2m?m =" ain%n
eIT[m: |+mnm: eIT[m.

kXZm VZ) V;)

Par suite
G(4m) —_ 451 e2|k I/ M th_leZihlelm - Zz’ileZihzn/m - 2H(2m) )

k=2m =0 =0
Question 2-c
Ainsi, H(4m)=(1/2).G(81)= EQ(“ e™m'2 ) gm = 7 L+ e™ \m = 260/m.
Question 3-a

Remarquons d’'abord qu&ard(E)=4po=Car d(Z/4pZ). Il suffit donc d’établir I'injectivité de

k pour établir sa bijectivité. Supposons donc que (avec des notations évidentes)
[Ipa+4rg+4splape=[I"'P0 +4r'q +4S'Papq

Ainsi, 4pqdivisepq(l-I' )+4q(r-r )+4p(s-s’).

Ainsi p divise 4y(r-r' ), etp est premier avec 4 gf donc avec g, et divise de ce fait{’ ).

Or 1p<r-r’ <p-1, et dona-r’ =0.

On prouve de mémel’ ets=s'.

D’ou linjectivité, puis la bijectivité dek .

Question 3-b

4pg1

On a H(4$q)= Z kI8 Or, d'aprés la question 2-a, la valeured&’/®* ne dépend que

de la classe demodulo 4q. La bijectivité dek (cf question précédente) nous permet donc
de transformer la sommation sous la forme

_ iT(Ipq +4rq + 4sp)®
Hipa= > exp@Z qué

(1,r,s)CE
Puis on développe
2 2 2 22 2 A2 2
H(4pg)= z expBZm(l +16r°g* +16s° p® +8lprg* +8sqp’ +32rgsp) E
(.E90E 8pq[
On supprime tous les termes multiples de:2



_ i(l>p®g? +16r°g? +1652p2%
H(4pa) (I%DEexpE? A PQE
On fait le ménage

2 2 2
H(4pa)= i p‘y i y DirPS V .
(40 (I’%DEeXpéIZ”TE 8 %expﬂ ”Télz p %GXPD lﬂélz q @E[
Et enfin, on reconnalé développement d’un produit :

3 2 -1 2 -1 2

_ . p(y . [r y . [Ps V

e ] P R

Et on a bien la formule voulue.

Question 4-a

On additionne le plus bétement du monde

3
i 2
Zez'"’ P8 =1+ P + '™ + ™™

Or, w'=-1 etof=1. Il reste donc

3
i 2
zem’ P8 =1+ @™ + (-1 ™ + w™ = 200™

(carpg est nécessairement impair). En d’autres termes

3
L .
z e2|nl pg/8 - 2(10pq = 2e2mpq/8.

Question 4-b

Il 'y a qu’a assembler ce dernier résultat avec la formule du 3-b et la définitiop,de (¢
de L(,p)) donnée en début de partie.
Question 4-c

On a:

0 o,
LLp=Y e"™ " =1.

Par ailleurs, on vient de vaiH(4p)=2u’L(p,1)L(1,p). Or, on sait (question 2-c) que
H(4p)=2w\/6. Il reste donc H(4p):2w\/6 =2uPL(p,1). Finalement

L(p,1)=w"*/p .
Question 5-a
On sait, d’aprés la question 1-b, que ; €,(x)=0. Or [0, est le seul €léement non
xa(ZTpz)
inversible d&//pZ, vu quep est premier.
Cette relation peut donc s’écrire ([O]p)+ z g,(x) =0, soit encore
xaZ 1pz )
1+ z £,(x)=0.
xa(Z7pz Y
Or, étant donné que [2h’est pas nul, [2]est inversible, et 'application définie sur le groupe
multiplicatif (Z/pZ)* par: x— [2]p.X est bijective deZ{pZ)* dans lui méme. La relation ci-dessus
peut alors s’écrire
1+ zsp([z]px) =0.
xa(Z T pzy
Question 5-b
On écrit d’abord, en partant de la définition dp, g :



(pa=§ e =1 e el o s (ol o)

xXZ 7Pz
La premiére égalité demandée est donc bien établie. On continue en remarquant que pour
xd(Z/pZ)*, o (X)TS, et que pouwydS, I'équation d’inconnugd(Z/pZ)*: a(X)=y a exactement
deux solutions en effet, elle en a au moins une, ngtdear définition méme de S, et
I'équation équivaut alors @&x)=0(yo), Soit encore &(xy,)=1, c’'est a direxy, 'K, avec
K=kerg, et on a vu que K a exactement deux éléments.
Ainsi, en utilisant la propriété (P2), on peut écrire
1+ Z ([Zq] =1+ 2; ([Zq]
xXZ 7Pz
Et la deuxieme égalité est bien prouvée.
Question 5-c
En supposant que| appartienne a S, alors, en utilisant la structure de groupe de S, on a la
bijectivité de I'application définie de S dans S pge [q]p.Y.
Donc (c’est la propriété (P1))

1+ zzgsp([Zq]p y):1+ Z;Ep([Z]p Y)

ou, en d'autres termes

L(p,a)=1+ Z;Sp([Z]p y)

On voit alors que le deuxieme membre ne dépend pasatigue f],[1S. On peut donc en
particulier écrire, comme [AJIS : L(p,q)=L(p,1).

Question 5-d

On utilise le méme raisonnementdi,[1T, sauf que cette fois I'applicatiory - [q],.Y.

est une bijection de S sur.En effet, les deux ensembles ont le méme nombre d’éléments,
I'application est injective can], est inversibled est premier avep), et elle est bien a valeurs
dans T d’apres le I-3-e. On obtient alors hien

L(p,a)=1+ 2;%([2];, y).

Par ailleurscomme [1)0S, on a d’apres la relation ci dessus

L(p.1)=1+ Z;ED([ZL, y)

Donc on peut écrire

L(p.g)+L(p,1)= 1+2;sp([2]py)+1+2;sp([2]p y)

Et finalement
L(p.6)+L(p.1)= 2 Zs (2], ) =0 (daprés le 5-a).
0z rpz )
Question 6

Il faut aller a la péche aux résultats

Ainsi L(p,q).L(q.p)= E%%(p,l)ég%(ql)- or, Lp.1)=0'"/p, et L@ 1)=w"q.

On obtient donc
L(p.q).L(q,p)= E%%Ew“‘qm

Or, selon le 4-b

1C



L(p,mL(q,p)%w‘P‘*Hmpq).

Et, d’apres la question 2-c de la partie Ill, pi=2w./ pq .

Ainsi :
(Lqu+1: Eﬂ %E E(OZ—FJ-Q
prma

On touche alors (enfin) au but

Eﬂ %E E:wmq-pq-lzdl-p)(q-l):wztp’q' —(-1)1
pOq

Et la loi de réciprocité quadratique s’en trouve démontrée.
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