Exercice 1

a) Comparez deux nombres de Fermat consécutifs

Frea= 27 +1 = (22")2+1 = (R-1) +1

b) Démontrez le Lemme :~2 = [ F«

rappel :G=3 ;R =5 R-2=5-2=3=§
Propriété vraie pourn =1

Hypothese de récurrence : suppose vraie pour n

Fos1-2 = [(Rr1)?+1] -2 d'aprés a)
=(F1Y-1=(R-1+1)(F1-1) =k F2)

= E(lij): Iij CQFD.

c) En déduire que deux nombres de Fermat distinebsit toujours premiers entre eux.

Soit n > m entiers
n-1

m-1 n-1
Fn—2= H F = ( Fk]x FmX( |_| Fk] donc il existe g entier tel que :

k=m+1

Fn=q Ry + 2 ce quirevient a dire que 2 est le restadiMision de Fpar F.
Le PGCD de Fetde = PGCD (F, 2) = 1 car F est impair

Donc F et R, sont premiers entre eux.



Exercice 2

a) Montrer que si a s'écrit sous la forme“%2"-1) avec ¥-1 premier alors a est parfait
b) Etablir la réciproque : tout nombre parfaitgir est de la forme 2}(2*-1) avec ¥-1 premier.
¢) En déduire comment obtenir un nombre parfair.

Rappel : un nombre parfait est un nombre entieguél soit égal a la somme’'(n) de ses diviseurs
propres (ie : tel que la sommaén) de tous ses diviseurs soit égale au doubleodibre)

Posons p ="21premier et n =%*
* Cherchons les diviseurs de a :
- ceux du premier facteur n:{1;22:2..; 2%
- ceux du second facteur p : {1 ; p}
- donc ceux du produit n avec p premier: {1;2;2.; 2% p;2p; 2p;...;2p}

« D’ou la somme de tous les diviseurs de a :

o@=1+2+2+... +X +p+2p+2p+ ..+
= (1+p) (1 + 2 +22 + ... ¥9 le deuxieéme facteur représente la somme du série
géométrique

= (1+p)22—__11 =(1+p) (3-1) =X 1) =2.%1 (1) =2a

Donc a est un nombre parfait

b) n est pair. On peut donc écrire n*.th avec k2 et m impair
Les diviseurs de n sont ceux :
- de2duterme?:2;22; .35t
- duterme impair : 3 ou 5 .. ou autres mais jamais 2

La somme des diviseurs d'un produit est égale @dugrdes sommes des diviseurs des facteurs
a conditions que ceux ci soient premiers entre eux.
Donca(n) =o(2Y). o(m)

Or la somme des diviseurs d’'une puissance dg(2%) = -1 ; voir a)
D'ol o(n) = (Z-1) a(m) ora(n) = 2n = 3.m car n parfait
Donc (#-1) a(m) = £.m soito(m) = ZX.m /( -1)

Or 2-1 ne divise pas‘2donc m ; d’oli m = (21) M et M entier ; M divise m .

Cela fait 3 diviseurs au moins de m connus : letlvh si M# 1.

k _ K
Leursommes:1+m+M=1+mal-m—:1+m(2 1)+m:1+m2 = 1+o(m) :
2-1 2“-1 2-1

Impossible ; donc M=1 d'oli m =2 et m premier (car n'a que 2 diviseurs 1 et m) etX* (2-1)
Remarque : m est un nombre de Mersenne premier.
c) En pratique, si on trouve un nombre de Mersennmipre?-1, il suffit de le multiplier par

2 pour obtenir un nouveau nombre parfait et on tecainsi tous les nombres parfaits
pairs.



Exercice 3

« Soit p un entier naturel premier. On note Ep l'ensble {1 ;2 ; .... ; p-1}.
a : Montrez que tout élément de Ep est premier@pe
b : Montrez que pour tout a de Ep , il existe biqune dans Ep tel que
ab=1 [p]
c : Déterminez les a éléments de Ep tels gtisldp].
d : Montrez que 1*2*3...*( p-1x(p -1) [p]
e : Déduisez-en que pour tout p entier naturel prier, ( p -1)! + 1 est divisible par p.
(Ce résultat ainsi que sa réciproque est le théoe de Wilson

a: Evident car tout si a et p , avec a dans Epomtiviseur d X .commun alors d est inférieur a a
donc strictement inférieur a p et comme p est peerta seule valeur possible pour d est 1.

b: Si a est dans Ep, comme a et p sont premiemns eux, on sait d'apres le théoreme de Bezout,
gu'il existe deux entiers naturels u et v tels guepv=1.
Soitu =qgp + b la division euclidienne de u pa®p a b dans {1;2;...;p-1}.
Effectivement, si b = 0 alors au + pv est divisipég p , ce qui contredit I'égalité au+pv=1.
Alors au + pv = a(qp+b) + pv
=ab + (ag+v)p
=1
On a donc akl [p]. L'existence de b est donc assurée.
Pour l'unicité, supposons qu'il existe un autréeemtdans Ep tel que at [p]
Alors a(b-c) est divisible par p. Comme a est pegravec p, on a donc (b-c) divisible par p.
Or, (b-c) est compris entre -(p-1) et (p-1) dormeelpeut pas étre divisible par p.
D'ou l'unicité de b.

c: a%.= 1 [p] si et seulement si (a-1)(a+1) est divisiée p.

a =1 et a=(p-1) sont deux solutions évidentes.

Sia estdans {2;3;...;p-2} alors (a-1) et (a+Intsdans {1;2;...;p-1}, donc premiers avec p.
Dans ce cas (a-1)(at+1) ne pas étre divisible geapp premier).

Les seules solutions sont donc 1 et (p-1).

d: Pour p = 2,le résultat est évident car dansasdg-1)! = 1! = 1 = (p-1) [p].

Pour p > 2 et premier:

Pour k compris strictement entre 1 et (p-1), ibéxiun k' unique distinct de k compris strictement
entre 1 et (p-1) tel que kXl [p] d’apres 2)

Dans le produit £2x3x...x (p-2) % (p-1), on regroupe alors les facteurs compriseed et (p-2)
deux par deux tels que le produit de ces factaitsdentique a 1.

On a donc %(aa’)x(bb") x(cc') x.....(dd")x(p-1) = 1x2x3x...x (p-1) d'apres 3).

ce qui s'écrit &(p-1)=1x2x3x...x(p-1) [p] d'ou ¥2x3x...x(p-1)=(p-1) [p].

e: Comme (p-12-1 [p], on en déduit quexPx3x...x (p-1) +1=0 [p]
ou encore (p-1)! +40 [p], c'est a dire (p-1)! + 1 est divisible par p



Exercice 4

Montrer que p estun nombre premier si et seuhsi le plus petit entier dont le carré ajouté

a p donne un carré parfait espz;l .

En déduire un test de primalité pour reconnaitrelgi nombre impair, non carré, est premier.

(Solution d’apres « exercices d’arithmétique d€itd-Patrick »)
* Soient a et b 2 nombres entiers tels que p + 4261en déduit :

P= b2-az = (b+a) (b-a) comme p est premieronap =at+betb-a=1

D'ou a :pT—l eth :p7+1 on remarque que p étant impair ces expressiondgmentieres

* Sipn’est pas premier, bornons nous au cas p rmpai

Alors on peut trouver un diviseur d (impair) deiffédent de 1 tel que le quotient g de p par d soit
au pluségalad. p=qd

Posond-a=detbta=q

_d+g _g-d
Alors b = 5 eta= 5

d et g étant impairs b et a sont bien entiers.

g-d _p-1

Ona anrsT <5 puis que d>1 et g<p
2 2
e g-d\ _ g?+d2-2qd _ 4qd+g?+d?-2qd _ (qg+d
Vérifions: p {—2 ) =qd+ 7 = 7 =75

Corollaire : pour reconnaitre si un nombre impadm carré, est premier, on lui ajoute
b1
=5

total qui soit carré parfait d'un nombre entierleéSpremier total remplissant cette condition est p

successivement les carrés d%‘é premiers nombres 1,2,3. ; jusqu’a ce qu’on obtienne un

2
+(p7_1j alors le nombre est premier.



Exercice 5

a) Soit n un entier naturelMontrer que 30 | A-n

Décomposons 30 en produit de facteurs premieveerit 30 = 5.3.2

Comme chague nombre premier intervenant dans angjgmsition de 30 a une valuation de 1, il
suffit de montrer que chaque nombre premier dinfsen, pour que leur produit qui est alors 30, le
divise.

Montrons que 2 |+ n

Onan-n=n.(f-1)

- Sinest pair,ona 2| n, donc 2 | h«() d'od 2 | n- n.

- Sinon, n est impair et alor§ aussi donch- 1 est pair. Il vient donc 2 f n1, soit 2 | h- n.
Finalement, dans tous les cas 2 fnn

Montrons que 3 |+ n

Onan-n=n.(t-1)=n.(n2-1).(n2+ 1) = {r n).(n2 + 1)

3 étant un nombre premier, alors, d'apres le fieidreme de Fermat
¥neEN, P =ni3];soit3|A-netalors3|17-n

Montrons que 5 |+ n

5 étant un nombre premier, alors, d'apres le fhegtdreme de Fermat,
YneEN, P En[5]; dou5|r-n

Finalement, comme 2, 3 et 5 sont premiers deuwuz, deur produit divise f+ n
D'ou30|m-n

b) Un entier naturel ne contient que les facteursemiers 5 et 7. Le nombre des diviseurs (positifs)

de rf est le triple de celui de n. Trouver n.

Par hypothése : n % 7° : d’oul If = 5 x 7% . Désignons par(n) le nombre de diviseurs de n.

r(n) =(a+1) (B+1)
r(n?) = 2a +1(28+1) Par hypothése n(@1)(2B+1) = 3 r+1)(B+1)

Ce qui donne : dp+20+2B3+1=30B+30+3B3+3 dou af-a-B-2=0

Ouencoreaf-a-pB+1=3 cequidonneaf{l)(3-1) =3 . Doncd@-1) et 3-1) sont des diviseurs

de 3 ;doncq-1) =1 etPB-1) = 3, ou @-1) =3 et B-1) =1 . Ce qui conduit pour Eouple @,B) = (1,3)ou
(3,1). On obtient donc les solutions= 60025 ou n = 3062%ans les deux cas on a 15 diviseurs pour n et
45 diviseurs pourn



