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PROPRIETES ELEMENTAIRES LIEES A LANOTION DE NOMBRE PREMIER

Introduction

Les nombres premiers sont étudiés depuis I'Antigiit€lide a démontré dans ses "Eléme(isdposition 20 du livre
IX) que «les nhombres premiers sont en plus grande quantiéétoute quantité proposée de nombres premiers »
Autrement dit, il existe une infinité de nombresipiers...

-Théoreme de Dirichlet : Toute suite arithmétique{ab), avec a et b premiers entre eux, contieatininité
de nombres premiers.
-Théoréme des nombres premiers (Hadamard, De Laé/Rbiéssin) : Si(x) désigne le nombre de nombres

. inféri p N ~ _X

premiers inférieurs ou égaux a x, on() —In(x)
La premiére preuve de ce théoréme date de 1898gmaues Hadamard (France) et Charles de la ValléesBiou
(Belgique)

Les nombres premiers ont de nombreuses utilisaticat&jues, dont la cryptographie asymétrique. Lesbres utilisés
n'ont d'intérét que s'ils comportent beaucoup d&ed, rendant ainsi impossible dans I'état officictuel de la
technigue un craquage en temps réel...

Dans Z, on suppose connues la relation de divisibiligs hotions de pgcd et ppcm, les théoremes de Gaudss
Bézout, ainsi que la théorie des congruences. Opaigwque les propriétés de divisibilité sont veafé association
prés” et donc gu'il suffit en général de travailldansN.

1. Notion de nombre premier

+ Définition : Entier naturel p- 2 dont les seuls diviseurs sont 1 et p.

« Théoreme fondamental de I'arithmétiquiBaut entier naturel non nul est de facon uniqae (
I'ordre pres des facteurs) produit d’'un nombre fiesinombres premiers. (En d’autres termes, Z est
un anneau factoriel)

Application : calcul du PPCM, du PGCD, simplifieatide fractions et de racines, etc.

« Théoreme d’Euclide L’ensemble des nombres premiers est infini.

Exercice 1 : Il existe une infinité de nombres pemide la forme 4n + 3.

2. Algorithmes et exemples
* Crible d’Eratosthéne

Test de primalité n> 2 est premier si et seulement si aucun entievex; 2< a< Jn , ne
divise n.

m
» Nombres de FermatSi a +1 est premier (avec & 2 et m> 1), alors a est pair et m est
une puissance de 2.

En particulier, on appelieombres de Fermat les entiers F= 2° + 1, avec rz 0.
Exemples:F=3; R=5; Rh=17; B=257; F=65537

Fs = 27 +1 = 4 294 967 297 n'est pas premier, il est dikespar 64 Xconjecture infirmée par
Leonhardt Euler en 1732).

Les nombres de Fermat interviennent dans le problémde la construction a la régle et au
compas des polygones régulieréThéoréme de Gauss: un polygone régulier a n c&@g€e
constructible ssi n est de la form@:d,...p ol les psont des nombres premier de Fermat distincts.)



- Nombres de Mersennéi a. - 1 est premier (avec & 2 et m> 2), alors a = 2 et m est
n
premier. On appellemombres de Mersenne les entiers Mn =2 1, avec re 2.

3. Nombres premiers et congruences

* Nombres premiers et anneafinZ :

- nestpremier = Z/nZ estintégre <  Z/nZ est un corps.

- Sip premier:gd +b )’ = @) + (b)’ dans Z/pz

* Petit théoréme de Fermat :

p-1
Si p est premier et si a n'est pas divisible par @lors a =1[p]

* Théoréeme de Wilson :

Soit p=2 ; p est premier si et seulementsi  (p-1¢ -1 (p)

Ex2 : Soit p premier tel que p=4k+1. Trouver ndek p divise h+1. (Montrer d’abord que
(4k)+1=0mod(p))

Remarque :

Le dernier nombre premier a été trouvé par lestelacs Curtis Cooper et Steven Boone de l'université
centrale de I'Etat du Missouri (CMSU) dans le cadteprojetGimps(grace au grid computing, en francais
la «grille de calcul»,une technologie au nom basat pourtant assez simple, fondée sur I'utilisgtimn
pas d'un seul ordinateur, ni de quelques-uns, maiselle d'ordinateurs de volontaires, n'importedans

le monde, du moment qu'ils sont reliés a Intenpety participer a ces opérations de recherche).

Il est composé de 9 152 052 chiffres trés exactenilesiagit de 280402457-1

"M(43)" est devenu, le 15 décembre 2005, le plasgmombre premier de Mersenne jamais calculé, it
nombre divisible uniquement par «1» et par lui-mgéduat I'exposant 30402457 est également premier.
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