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DERIVEES des FONCTIONS USUELLES

Fonctions . Dérivées Ensemble de définition
X' xOZ nx R’
X’ gOR ax - R’
e (S] R
In|x| e R
X
, il "
log, x| allR,\ R
ga| | {]} xIn(a)
sinx COsx R
COSX —-sinXx R
tanx
1+tarf x = ! ]R\{I—T+HZ}
cos X 2
cotanx —1-cotan X R\ 77Z
Arcsinx 1 ]-1+1
1-x°
Arccosx -1 ]-1+1
1-x°
Arctanx 1 R
1+ X2
shx chx R
chx shx R
th
X 1-th® x = 12 R
ch” x
cothx 1- cothf x R
Argshx 1 R
NED'G
Argchx 1 ]1,+oo[
x? -1
Argth x 1 ]-1+1
1- X2
Reégles de dérivation :
(Af+ug)'=A1t+ug’ (fg)'= f'g+ fg
(i}:f 9—2f9 (°)=n g
g g

(gof)'=(g@ f).f

1\, 1
(fl):flof—l




Dérivées n-iemes :
Formule de Leibniz |( fg)” => Ck 0 g™¥

k=0

(x")" = m(m-1)...(m 1) &
(ax)(n) - ax(ln(a))n
) m _ . Vi
(sinx)™ = sm(x+ nE]
(cosx)(n) = co£x+ ng]

( 1 j‘”)_ n!
1-x _(1_X)n+1




Développements en série entiere de fonctions uswsl|

. X X X
e =l+o+ T+
1 2! n!
2 4 2k
chx=1+ 2+ 2+ 4+ 2 4
21 41 (2K)!
XS X5 X2<+1
shx=x+—+—+ ..+ + .
31 5l (2k +1)!
2 4 k
cosx= X+ X 4 4 €1 X +
21 41 (2K)!
3 k+1
sinx = x—X—+£+ L+ E1 X + ..
31 5l (2k +1)!

(1+x)" = 1+9 x4
1!

1

a(a-1) 24 4 al@-1)..c-n+ 1)>8 N
!

2 n!

——=l-x+X -+ DX

1+ X

2

X'

X }
INA+Xx)= X——+"—— . + (12 + .
(1+x) >3 -1 .

3

X3

Argthx = x+—+—+..+
3 5

x .

X
Arctanx=Xx—-—+—- ..+ 1
3t s € 1f

+ ..
X+1

$2r
+ ...
X+1

o 1x® 13% 1.3.5...(R— 1)x*
Arcsinx=x+——+——+ ..+ + ..
23 245 246.R) R+ 1
3 _ k+1
Argshx = x=+ %+ 13x e 1y 135 nx
23 245 246.R) R+ 1



FORMULES de TAYLOR

Taylor avec reste intégral:
f fonction de classe €' sua[b ], alors:

f (b) :zn;

f""() j ) f™D (1) dt

Taylor-Lagrange:
f de classe Csur 4 b 1&< b)et D' sur Ja, b; alors il existet] ab tel qu

-3 A g+ 220 g

(n+1)!
ou encore
n hk (k) hn+l (1)
flath =) — +—— ™
@+ =2 @+ 179

Formule de Taylor-Young:f dell R dans E, n foigidéble en a, alors pour tout h tel que d+h
k £(h)
f(a+h) = ZM +o( H)
= k!
Corollaire: application aux développements limités:
Sif: | - E est n fois dérivable en 0, aldradmet un DL d'ordre n au voisinage de O:
_<-n* £99(0) )
f(X) _;T +0o(X")
Inégalité de Taylor Lagrange

f declasseC syr.,ajlf « )b et durdb
alors si f est bornée sdr,ab

f(b)‘i_(bﬁf—)k 10 (g (=™ P

(n+1)! tO[a, b]‘ f(nﬂ)(t)‘



LIMITES et EQUIVALENTS

2
. X
SiInX ~ X 1- COSX~?

tanx ~ X Arcsinx~ X
Arctanx ~ x Arccos(E X >+ X six |

2
shx ~ x chx- -2
thx ~ X Argshx~ X
Argthx ~ x Argch(1+ x)~ J2x six 0
INl+x)~x €&-1~ x

lim@+3) =e
Xool X
im(™%) =0 +
X 00 X

lim(xIn x) =0-

X — 00

. X"
lim(—) =0+
X - 00 e

lim— = +o0 a>1l,a>0
lima*|¥" =0 a>1

ima*x*=0 O<a<l, a>0

X - 00

. log, x
Ilmg—jzo a>0
X — 00 X

lim (a*[X") =0 a>1
1

Iing(1+x)X:e

Iirg(x”logax)=0 a>0

. 1 /g
lim (Arctan(=))=—
lim ( (X ) 4

lim (Arctan)) = Z
X 0- X 2



NOMBRES COMPLEXES

C est le corps des complexes ~
zOC: z= a+ ih conjuguédez =z -a ;ib ?#-1
z+ 7= at a+ ( b+ b) zz= aa bb( ab 'a)bi

zz= &+ B
Siz'#0: 5_aa+bld+ (azb— ab)
z' a’+p

Rez)=a;Im(2)= b Re(z z)= Re(zr Re(2);im(x & Im(% Im( )
Re(zz")= Re(z).Rez ¥ Imk).Im(2); Im(z2)=Re( .Im( 2+ Re( 2).Im( .
z+z=2Re(2); = z 2ilm(2; zz [Re( A+ [Im( ¥

Module:|if=ﬁF\/ a+ b
Roclelf it [T

22]=| 4] 4 |2 |' '|

Inégalité trlangulalre| z 1<| |z| %

Complexe de module =zcosf+isind=¢"
17=1, alorst = 7
z
z=|7 & =| fcosf+ isind )= argument dez Arg( )z
Arg(zz) = Arg( 2+ Arg( 2) (mod 27)

Arg (;Z] = Arg(z) —Arg(z) (mod 27)

Arg @ =~Arg(2); Arg(2) = ~Arg( 2; Arg(- 3= 7T+ Arg( ¥

a b a
cosf = , Sind = @ =+ Arcco
Ja? +1? Jai+ 17 3{\/a2+b2J
0= 2Arctar{ b ]
N

z= at ibest! affixe de 7*12 affixe de M M

Z — -,
Arg[zz_ij:(mle,MSMJ

Formule de Moivre(cos@+ isind ) = cosA+ isinf
(p(cosf+i sind )" = p" (cosf+i sing )



Fonction complexe :

n

200C; on définit &= > %

n=0 n!
z=x+iy, €= & &= &cos y &in Y
eiz + e—iz +00 in
cosz= = -1
2 nzz:; €D (2n)!
. eiz _ gz +00 £n+1
sinz= = -1
2 ;( d (2n+1)!
chz=© +er_ ya
2 n=0 (Zn)'
Z_ 2 +00 1
shiz)= e-€e’_ v4
2 = (2n+1)!

cosiz= chz ; sinz=ishz; taniz= thz
chiz=cosz ; shz=i sirz ; thz= i tan
cosik+iy)= cox chy—i six sly
sin(x+iy) = sinx chy+ i cox shy

Transformation du plan :
e Similitudes directes : s(z) =z'=az+b
. sia=1:translation d’affixe b
. sl az 1: il existe un point Munique invariant ; s est composée commutative
de la rotation de centredvt d’angle Arg(a) et de 'hnomothétie de centreétide rapport

Cal
¢ Similitudes indirectes :
S(2=az

. sial =1 : s est un antidéplacement (c’est un réflexiat seulement sib+ b= 0)
. siJa#1 : s possede un point invarian Mhique. S est la composée commutative d’une
réflexion d’axe d passant parMt de 'homothétie de centreydt de rapportlall.



QUELQUES NOTIONS de TOPOLOGIE d’'un espace vectorielnormé

Ouvert : voisinage pour chacun de ses points

Une réunion quelconque d’ouverts est un ouvert
Une intersection quelconque de fermés est un fermé
Une intersection finie d’ouverts est un ouvert

Une réunion finie de fermés est un fermé

f est continue de E vers F si et seulement si :
I'image réciproque de tout ouvert de F est un dusdere
ou I'image réciproque de tout fermé de F est uméede E

f est k lipschitzienne :

O(x, y)O B || f(X- f(w”s KN x ¥

f uniformément continue sur A partie de E si :

DeOR, O70OR, telqued(x yO A N x y<n=| € x € }f<e¢

Une application k lipschitzienne est uniformémeotmnue.
Une application uniformément continue est continue.

Application linéaire continue :

Si f est linéaire de E normé dans F normé, les gqsitions sont équivalentes :
» festcontinue sur E
» festcontinueenO
» festbornée suB (O,1)

» festk-lipschitzienne (et donc uniformément coud)

Suite de Cauchy : (un) suite de Cauchy :
Oe>0 [NONtelqued(p qON® (= Netg N K u <&

Une suite de Cauchy est bornée

Toute suite extraite d’'une suite de Cauchy est delBa

Une suite de Cauchy possédant une valeur d’adreémmyverge.
Toute suite convergente est de Cauchy

E est complet si toute suite de Cauchy converge.
R et C sont complet

Toute partie fermée d’un complet est complete

Compact : une partie A d’'un espace vectoriel ndenest compact si toute suite d’éléments de A
posséde au moins une valeur d’adhérence.
Tout compact est complet

Tout fermé inclus dans un compact est compact
Les compacts sont des fermés bornés.

Théoréme de Heine : toute application continue spafie compact a valeurs dans un espace
vectoriel normé est uniformément continue sur A.

L'image d’'une partie compacte incluse dans A compaciune application continue est compacte
Toute application continue sur un compact est boetégeborne sup de sa norme est atteinte.



ESPACE VECTORIEL de DIMENSION FINIE :

. Toute application linéaire est continue

. Tout espace vectoriel de dimension finie est deaBl (complet)
. Les parties compactes sont les fermés bornés.

. De toute suite bornée on peut extraire une soitwergente.

. Deux normes sont toujours équivalentes

ESPACES METRIQUES :
Un espace métrigue est connexe si et seulemdas giarties a la fois ouvertes et fermées dans E
sont E etl.

E est connexe si et seulement si il n'existe pag dawuerts disjoints U et V tels que leur réunion
soit égale a E.

L’'image par une application continue d’un connexeuesconnexe.

Une partie connexe par arcs est connexe
Une partie convexe est connexe par arcs.
Une partie étoilée est connexe par arcs.

Théoreme des valeurs intermédiaires :
Si une fonction f a valeurs réelles est continuausuconnexe C . Si a=f(x) et b = f(y) avec x ety
appartenant a C, alors pour tout ¢ de [a,b],idtexz dans C tel que f(z)=c.



PRIMITIVES de FONCTIONS USUELLES

Fonctions Primitives Ensemble de définition
X" nDz\{-1} X" R’
n+1
X" aOR\{-1} el R,
a+l
1 In|X R
X
ex ex R
a* abOR, \{} a* R
Ina
In X XIn X=X R’
sinx —COSX R
COSX sinx R
tanx -
In|cosx] R\{’—Tﬂzz}
2
cotanx |n|sin X| R\ 71Z
shx chx R
chx shx R
th x In(chx) R
cothx In|shx R’
1 tanx
R\{’_T + nz}
cos X 2
1 —cotanx R\ 77Z
sin® x
1 X R\ 777Z
—_— In|tan—
sin X 2
1
— In tan(§+7—w R\{Eﬂ'lz}
COSX 2 4 2
1 thx R
ch? x
1 —cothx R
sh? x
1 :
= In|th > R
shx 2
1 2 Arctang”) R
chx
1 1 X R
allR, —Argth—
a’+x a g a
1 * 1ArgthZ |-ad
P alR, a a
T a+)>j R\{-a d}
2a |a-
! alR’ Arcsin> J-a.q
a’—x a




\/ﬁ alR’, In(x++a + x) R
! adR’, In‘x+\/x2—a2 R\[-a, ]




PRODUIT SCALAIRE, NORME, PRODUIT VECTORIEL, PRODUIT

* Inégalité de Cauchy-Schwarz :

O, Y)OE [(x Yls(x %y Y

* Inégalité deMinkowski :

O, VOB J(x+ ¥ x+ y<J(x X+ (Y Yy

* Relations entre norme et produit scalaire (dans R):
IX|[=0<= x=0; A =[A[[A; |+ y<| %+ ¥ (inégalité triangulairk
e o =7+ o+ 2 %
[x=y" =[x+ - 2% y

X+ y||2 +[ x= )ﬂz = 2(|| >ﬂ2 +|| )Hz) (identité du parallélogrammme
[+ " =lx= o =4 x ¥
2(%,y) =| x+ )ﬂz -| >H2—|| )HZ (identité de polarisation

* Theéoreme de Pythagore :

Six, %,...x estune famille orthogonale ala

n 2 n
> =;|I>$||2

* Produits mixtes, produits vectoriels :
Produit mixte: [x,y,z] = [y,zX]=[z,x,y]s XJ v,z € ¥ zx Ox,y)

xOy=-yOx sixcolinéaireay: & y=0
(X, y) libre = (x vy, xd y) estune base directe
|x O y||2 =| >4|2 [ )}{|2 —(x y?* (identité de Lagranye

xO(yOg=(x2y-(xyz
xO(yd2+yO(zOX+ zZO( X3 y=0

XY =4[y cosd | xT y=| %| ¥ si® @0 [077], écart angulaire de x et;

MIXTE



cos@+b)= cosa cop— sim sib

cos@—-b)= cosa cob+ sim sib

sin(@a+b)= sinacosh+ sirb cos

sin(@a—b)= sinacosh- sim cos
tana+ tarb

1-tana tarb
_ tana- tarb

1+ tana tarb

tan@+b)=

tan@-b)=

TRIGONOMETRIE

cosa cosb=% [cosd+ b ¥} cost— b |

sinasinb= %[cos(a— b)- cos@+ b)]

sinacosb:% [sin@+ b)}+ sing— b)]
cosp+ cog = Zcoﬁ? )co&;—q
Cosp— cogj=- Zsing )sin%q

sinp+ sinq= 23in(p;q )COSP; )

sinp-sing= Zsin(p;q )cosp; g )

tanp+ tang=

tanp - tang =

sin(p+q)
Cosp cog)
sin(p—-q)
COosp cog)

cosa= coda- siha= 2cdsa- 4 -1 24

sin2a= 2sina cos
_l+cosa

cosa=

sima= l-cosa
1-tarf a
1+tarfa
2tana
1+tarfa
2tana
1-tarfa

cosAa=

sin2a=

tan2a=



iX + X

COSX =

: Sinx=

" =cosx+isinx €% = cosx i SirX
sinx _ i e‘fx - éf‘ _i 1- é‘_x

cos e*+¢& I+ é”

COSX _ iéx +e™

sinx & -¢e”

tanx =

cotanx=

sin’ x+ co$ x= 1 coéx:; sihx:;
1+ tarf x 1+ cotafx

Xty

) ) Xy - ) ) Xty _
rd =262 cos%’) & =2ie 2 sin(XTy)

(cos@+i sid ) = coad+i sind=¢e"
(cos@-i sid ) = cosd—-i sind=e™

. Vid
arcsind+ arccof = >

arctand + arcta% = gg = 8ix> G 8ix<

0,
5

angle

CcOoSs tan cotan
0 0 1 0 00
[ 1 i e Ne
6 2 2 3
l 72 2 1 1
4 2 2
m i 1 e &
3 2 2 3
Vi 1 0 0 0
2




TRIGONOMETRIE HYPERBOLIQUE

sh@+b)=sha.chb+ stb .cla skt b9 sh .ck dgh

.C

ch(@+b)= cha.chb+ sha .slb chgk 9 cla .cb- sh .4

th(a+b) = tha+thb th(a- b)= tha— thb
1+tha.thb 1- tha.thb

sha.skb=% [ch@+ b} chéa- b)]
cha.chb:% [ch@+ b)Yt chi@- b)]

sha.chb:%[sh(a+ b)+ ssh(a— b)]

_ +q, . p-g C w g g
shp+ shg= ZShPT )chPZ— ) slp—- sh= Zsig% )eig%
chp+chg= ZShP;q)chP;q) chp- clo= 254%‘1 )sl%q

th p+thq:—Sh(p+q) th p- thq:—Sh(p_ a)
chp.chq chp.chg
sh2a= 2sha .cla= Zth?
1-th"a
2
chza=cifa+ sha= 2ch- & ¢ zﬁa:w
1-th"a
th2a:2t—h;le
1+th“a
sh2a=Ch22a_1 gz Chat 1
tha= sha _cha- 1 pour az 0

" ch2a+1 sha

(cha+sha) = sma+ chna (che- sl chma sim



X 4 g _ /X
chx:e € shx = €-¢
_ A2X
thx:thzl e_2
chx 1+e&*
€ =ch x+ shx €* = ch» shx
ch’x—shf x=1 ch = 12
1-th°x

_ th®x
1- th? x

Argshx= In(x++/ X +1)  Argchx= In(x++ X - 1)



