EX 1: Dans un triangle, les trois projetés orthogo  naux d’un point quelconque
du plan sur les cotés du triangle sont alignés sie  t seulement si le point projeté

est sur le cercle circonscrit au triangle.

P3

F1
\ P2

® pommoo

On note A ,B,C le triangle de départ. P est le point que I'on projette sur les trois
droites (AB) ;(AC) ;(BC) . P1,P2,P3 sont les projetés. O est I'orthocentre .

« P, P, P3, A sont cocycliques car AP3P et AP;P sont rectangles de méme
hypoténuse [AP].

Donc : (P,P, P1P3) = (AP3,AP) modulo I = (AB,AP) modulo T
» De méme P4, P, P,, C sont cocycliques
Donc (P1P, P1P2) = ( P1P2, P1P) modulo I = (CP, CB) modulo IM
Par la relation de Chasles, (P1P2, P1P3) = (P1P2, P1P) + (P1P, P1P5)
= (AB, AP) + (CP, CB) modulo Il
P1, P2, P3 sont alignés si et seulement si (AB, AP) = (CB, CP) modulo I

Donc P31, P,, P3 sont alignés si et seulement si A,B,C, P sont cocycliques ou alignés.



EX2 : ABEFCD est un hexagone inscrit dans un cercMontrer que les points M, N et P
(intersections des diagonales et des c6tés oppasdg)alignés (théoreme de Pascal)

Cette preuve par la puissance d'un point par rappdra un cercle suppose que le triangle
IJK existe, c'est-a- dire que deux cotés de I'hnexage ne sont jamais paralléles (pour que
alafois M, N, P, et |, J, K existent). On peut leajouter dans les hypotheses, ou étendre
la preuve aux cas particuliers.

On va appliquer 3 fois le théoreme de Ménélals date triangle 1JK, puis en faisant les
produits membre a membre, on aura 9 fractions donke produit sera égal a 1. En
regroupant les produits utilisant I, puis J, puis Ket les points de I'hnexagone, un
regroupement de 6 termes va étre égal a 1 par la [gsance de ces point par rapport au
cercle. Reste un produit de 3 autres termes égaltlaPar la réciproque de Ménélals, cela
signifiera que les points M, N, et P sont alignés.

Détail de la démonstration

1. Puissances par rapport au cercle

IA.0F =IE.TI
l.a.del:

JD.JE = JC. JB
1.b.de J:

EA.KEF - KBE.EC
l.c.deK:

2. Ménélals dans le triangle 1JK

M, A, B alignés :
N, D, C alignés :

P, E, F alignés :

3. Par produit on a donc, en regroupant les termes

Or la deuxieme parenthése est égale a 1 par la rétzn 1.a, la suivante aussi par 1.b ainsi

NK| (D1.E1\ (B].CJ |r'A—K.F—K‘1| B
"N \FI.A) \bJ.EJ} |BR.PK, T

EE
A=

. MJ PK’ NI : .
que la derniere par 1.c. Il reste donc : , Soit par la réciproque de
Ménélats dans IJK, quedes points M, N, et P sont alignés



EX3:

D'un point 2 intérieur a un cercleC de rayon R, on méne deux droites
perPendlcuIa|res qui rencontrent le cerc@en A et A' d'une part et en B et B' d'autre
part. On note | le milieu du segment [A'B'].

Il s'agit de montrer que la médiane issue d&dans le triangle@A'B' est hauteur du
triangle QAB.

Puissances par rapport au cercle :

— e

SN
QA.QA = QB.QB
—> — —> — 1 —> —>
AB.QI=(A2+QB).5 (QA +QB")

1, —= —> —> — — —> — —

= (AQ.QA + AQ.QB +QB.QA +QB.QB")

1 —> — — —_— —> — — —
=5 [(AQ.QA"+QB.QB")+(AQ.QB)+(QB.QA")]

o

Donc (AB) et (QI) sont orthogonales

Donc la médiane issue @dedans le triangl@A'B’ est hauteur du triangl2AB.



EX4 : Soient 2 cercles C et C'. On place un pointddr C et un point M’ sur C’ tels que les
tangentes TenM a C et T' en M’ & C’ soient orthaggles.
Décrire le lieu des points |, milieux de [MM'].

. Rcosf - w R'cosf'+w
Placer le repére pour avdr (-w, 0) etQ ( w, 0) . Alors, ) etM’ _
Rsin@ R'sin@

O- 0O-
TOT « QM. QM' =0 = (Rco® ). (R’co®’) + R R’ sinBsind’ =0
= RR co9co® +RR' simBsid=0 « RR' cos@-6)=0

= 0=0+5(m

Posons co®' = -£ sinB et si®’= € coP avece =+1

_ Rcosf - eR'singd
X= 5 2x = Rcosf - eR'siné
y= Rsind+&Rcosd ~ |2y = Rsing+eR'cosd
2

| milieu de [MM’] < |

Par combinaison linéairéon multiplie (1) par R et (2) paR’, puis (1) par R’ et (2) par R)

2Rx+ 2eR'y = R cosf + R? cosf 2Rx+2eR'y = (R* + R?) cosf
- 2:R'x+ 2Ry = R?sind+ R’sing -2:R'x+ 2Ry = (R* + R?)siné

En élevant au carré et en additionnant
(2Rx+ZR'y)?+ (2Ry-ZR'x)? = (RA+R'?)?

En développant :
(R2 + Rl2 )2
R* + R
Enfin : X+y? :% (R*+R'® donc M sur le cercle de centre O et rayoxﬁ; R? + R?

4 R (xX*+y%) + 4 R? (X*+y?) = (R+R'?)? doli 4(xX+y?) =



- =

EX5 : On munit le plan d’un repére orthonormé (Q,j). Soient M( %, ¥ ), 1<i <4, quatre
points non tous alignés. Montrer qua,Ml,, Ms, M, sont cocycliques si et seulement si :

SV A
% tY, % Y, 1_,
X Y X Vs
XY X Y

Application : trouver I'équation du cercle passauar :
Mi(-3 5 2) ; My(1 ; 0) ; Mg(-2 ; 0).

M3, M2, M3, My sont cocycliquess x? + v+ 20 xi+ 2By +y=00i 0{1,2,3,4}
Avec centre du cercl@ (-a ; -B) etrayon R=/a’ + 8% -y (poura®+3>-y =0)

On obtient donc un systéme homogeéne (Sf Hy?) t+x u+y;v+w=0
qui possede une solution : (1a 223 ;y)#(0;0;0;0)
donc son déterminant est nul.

Réciproquement si déterminant nul, alors (S) admet au moinssaaheation autre que
(0;0;0;0).
Soit (b ; W ; Vo ; Wo ) cette solution non nulle

Sitp=0,alord]il0{1,2,3,4}: xu+yiv+w=0
* Si(Ww; Vv ) =(0;0) alors on obtientyw O : contradiction

* Si(w; Vo) #(0;0)alors les 4 points sont alignés sur latdrajx +voy + wp =0 :
contradiction

Donctp#0

Up. Vo W
Dans ce cas : ( l[—,o; t—o; t_o
0 0 0

) est aussi solution.
Onaalors: &+ Vy?+ 20 x+ 2By +y=00i entierd { 1,2,3,4}

Yo .n_Vo. _Wo

(en prenaunt:2t0 ; -2t0,y_ o )

Vérifions que a®+B%y =0 : on a par exempleX+ yi* + 20 x; + 2B y; +y =0
Clest-a-dire : (x+a >+ (yp +B ) —0?-p2 =-y

Donca+B%y= (x +a )?+ (y.+P)?. On a bien un cercle et les 4 points sont cogyek.

Cas particulier :

C a pour équation: ¢y’ +x—-4y—-2=0



EX6 : On veut construire un pentagone régulier im#ic dans le cercle unité de#¥ . On
place le sommet S d’affixe 1 de ce pentagone.

En utilisant I'’équation complexe du cercle de ceatl d’'affixe % passant par J d’affixe _LZ

justifier une construction géométrique simple de pentagone.

Les sommets du pentagone cherché sont les poiats pgur affixes
les racines cinquiemes de l'unité : 1 i/2
2ir [:-1/4

1:2:72,z; Z avecz=es (2= Z et#=12z)

Ce sont les solutions de®x 1 = 0.

e X°-1=0- (x1)(X+x+xX¥+x+1)=0

zzldoncl+z+2+Z2+7=0

or z+2=7z+ z=2Re (z)=2=a" eta’ >0 (a affixe de A)

et 2+27=7+ Z =2Re (J) =P =P etP <0 (B affixe de B)

S 1+a+p =0 dou| a+p=-1

Développons’ x ' =(z+2)(Z2+2) =2+ +P+7 =2+ +z+7=-1

ponfar < =1

e ' et sont donc solutions de?x x-1=0 dona’ = \/52_1 etp = _‘E_l
« Calcul de 0032—77 ca'=2Re(z) =2 cosz—]7 = o =cosz—77 = \/_5—_1
5 5 5 4
Calcul de sin%7 BF=2Re(@)=2 cos%7 =B :cos%7 = _\/:51_1

EquationdeC: z za z- az+b=0 decentrel d’affixe%r—

Donc I'équation est du type Lz -2% z +1 z+b=0

4
Ean’affixei—on obtient : z—i—et_z —-ld’oul+i—-l+b—0:>b—-l
2 T2 T2 4 8 8 B T4
. , , o > 1 1 1 5
Intersection avec l'axe desréels : z=—27 +§Z_Z_O’A_Z+1_Z



_1+\F 1 5
4 _+5-1 2 V4_
2 4 2

On obtient deux points : A d’affixe 2 =a et B d'affixe
-v5-1_

YR B
D’ou la construction : Le cercle de centre | pasgain J coupe I'axe des réels en A et B.
Les perpendiculaires a (Ox) en A et B coupent respament le cercle unité aux points
d'affixesz; zetZ; Z ,ce qui détermine a la régle et au compas lesnsisndu
pentagone régulier.




EX 7 Quel est I'ensemble des points d'ou I'on vaite ellipse sous un angle droit?

SoitC l'ellipse en question d'équation
ak+by=1

Soit un pointp du plan de coordonnégsg Y. Lestangentes issues de ce pant pour
équations:

C?(p.Y) - C(p,p).C(x,x) = 0
c'est-a-dire dans notre cas:
(axx + byy - 1)? - @ + bye? - 1)@¢ +by* - 1) =0
Les termes du second degré de cette équation sont:
ax(bye? - 1) - 22bxoyoxy + by?(axy? - 1)

Les droites correspondantes seront perpendiculsitassomme des coefficients des termes
carrés erx ety est nulle; on obtient donc:

aby?-a+ bax?-b=0
cela signifie que le poimt de coordonnées (y) est soumis a la condition:
X2 +y2=(a+ bh)ab
c'est-a-dire qu'il s'agit d'un cercle (le cercldnoptique, ou cercle ddongé.

¥
P {Xn-’ ]I‘l:jjl

On voit par cet exemple combien une étude prélimérgénérale des coniques permet de
regagner dans la suite le temps qui aurait étéssaoe a une étude détaillée et séparée de
chacun des types de coniques.



